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1 
Crest à la munificence de Sa Majesté 
OSCAR II que nous devons 


d'avoir pu fonder le journal dont nous 


le roi 
offrons la premiére livraison aux amis 


des mathématiques. JL Association en 
mémoire de Lars Hierta, la Fondation 
de Letterstedt ainsi que les personnes 
dont les — ©. J. 
Malmsten, Oh. Hermite, Fr. P:son Beijer, 
F. Kempe, H. R. Astrup, C. Ekman, 
N. @. Sörensen, O. Wijk, Fr. Piper, 
O. Dickson, B. Kempe, W. Kempe, S. 
Axell, L. E. Rubenson, C. O. Rubenson — 


ont également contribué aux frais de 


noms suivent ici 


l'oeuvre dont l'auguste souverain a 
daigné se constituer le protecteur. 
L'époque à laquelle nous commen- 
cons notre publieation est certainement 
l'une des plus fécondes dans l'histoire 
des mathématiques, par le grand nom- 
bre et l'importance des découvertes qui 
touchent aux principes les plus essen- 
tiels de l'analyse. On sait combien, en 
divers pays, ce mouvement a été puis- 
samment secondé par des journaux ma- 


thématiques, qui contiennent les oeuvres 





Der Grossmuth Seiner Majestät des 
Königs OSCAR II verdanken wir es 
diese Zeitschrift gründen zu können, 
deren erste Lieferung wir hiermit den 
Freunden der Mathematik übergeben. 
Die Stiftung Lars Hierta’s Andenken 
Letterstedt sche 


verschiedene Personen, 


und der Verein sowie 


deren Namen 


in dankbarer Anerkennung hier ge- 
Malmsten, Ch. 
P:son Beijer, F. Kempe, 
H. R. Astrup, C. Ekman, N. G. Só- 
O. Wk, Fr. Piper, O. Dick- 
son, B. Kempe, W. Kempe, S. Axell, L. 
O. Rubenson — haben 


gleichfalls zur Deckung der Kosten des 


nannt werden — C. J. 
Hermite, Fr. 


rensen, 
E. Rubenson, C. 


Unternehmens beigetragen, welches der 
erhabene Fiirst unter seinen besonderen 
Schutz zu nehmen geruht hat. 

Der Zeitpunkt, zu welchem wir die 
Herausgabe beginnen, ist gewiss einer 
der fruchtbarsten in der Geschichte der 
Mathematik, wegen der grossen Anzahl 
und Wichtigkeit der Entdeckungen auf 
dem Gebiete der Analysis. 
Leben 


Dieses rege 


ist durch die in verschiedenen 


des plus grands géométres de notre 
temps. Nous nous sommes proposé le 
même but, de servir la science, en réu- 
nissant et associant les recherches nou- 
velles qui concourent à son progrès, par 
la nouveauté des résultats ou l' originalité 
des méthodes. 

Des mathématiciens éminents dans 
tous les pays, en nous assurant de leur 
collaboration, nous ont donné un témoi- 
gnage de sympathie qui nous pénétre de 
reconnaissance, et que nous voulons ju- 
stifier par les soins et le zéle que nous 
apporterons à notre publication. 

Le journal paraitra à époques vari- 


ables en livraisons dont quatre forme- 


ront un volume d'environ cinquante 
feuilles. 
Qu'il nous soit permis d'espérer 


qu'une entreprise inspirée par le seul 
amour de la science, recevra de tous 
les eéométres auxquels elle s'adresse un 


favorable et bienveillant accueil! 


La rédaction. 





Ländern herausgegebenen mathema- 
Zeitschriften, die Ar- 


beiten der ersten Mathematiker unserer 


tischen welche 
Zeit enthalten, wesentlich gefórdert wor- 
den. Unser Zweck ist nun in derselben 
Richtung mitzuarbeiten, indem wir Ab- 
handlungen sammeln und veröffent- 
lichen, welche durch das Bemerkens- 
werthe ihrer Resultate oder die Ofigina- 
lität der Methoden zur Förderung der 
Wissenschaft beitragen. 

Hervorragende Mathematiker aller 
Länder haben, indem sie ihre Mitwir- 
kung zusagten, uns einen Beweis ihrer 
Theilnahme gegeben, der uns zu grösstem 
Danke verpflichtet, und welchem wir 
durch den Eifer und die Sorgfalt zu 
hoffen, 


Veröffentlichungen widmen werden. 


entsprechen die wir unseren 

Die Zeitschrift erscheint in zwanglo- 
sen Heften, deren je vier einen Band von 
ungefähr fünfzig Bogen bilden werden. 

Möchte dem Unternehmen, was nur 
aus reiner Liebe zur ‚Wissenschaft ent- 
standen ist, bei den Mathematikern eine 
günstige und wohlwollende Aufnahme 


zu Theil werden! 


Die Redaction. 


THEORIE DES GROUPES FUCHSIENS 
Par H. POINCARE 


a PARIS. 


Dans une série de mémoires présentés à l'Académie des Sciences jai 
défini certaines fonctions nouvelles que j'ai appelées fuchsiennes, kleiné- 
ennes, thétafuchsiennes et zétafuchsiennes. De méme que les fonctions 
elliptiques et abéliennes permettent d'intégrer les différentielles algébriques, 
de méme les nouvelles transcendantes permettent d'intégrer les équations 
différentielles linéaires à coöfficients algébriques. J’ai résumé succincte- 
ment les résultats obtenus dans une nóte insérée aux Mathematische Anna- 
len. Ayant lintention de les exposer en détail, je commencerai, dans le 
présent travail, par étudier les propriétés des groupes fuchsiens, me réser- 
vant de revenir plus tard sur leurs conséquences au point de vue de la 
théorie des fonctions. 


$ 1. Substitutions réelles. 


Soit z une variable imaginaire définie par la position d'un point 
dans un plan; ? une fonction imaginaire de cette variable définie par la 
relation: 


(1) popa 





Je supposerai, ce qui ne restreint pas la cénéralité, que l'on a: 
, g » q 
ad — be = 1. 


Si le point z décrit deux ares de courbe se coupant sous un certain 
angle a, le point ¢ décrira de son côté deux arcs de courbe se coupant 
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à . | bar E az + b 
sous le méme angle a, c'est à dire que la substitution («z3)0 con- 
= cz € 


serve les angles. 


2 az + b 
La fonction DU 


Si z décrit nn cercle, / décrit également un cercle; c'est à dire que 


E . az + b 
la substitution (a 


est en effet monogene. 


) change les cercles en cercles. 


Enfin si 4, 2,, 2,, 2, sont quatre valeurs de z et si 4, £,, Z,, t, sont 
les valeurs correspondantes de #, on a: 


PU u — t, Ec tee Se Sime Ss 


9 P———— 
(2) it, — t, t, — t, Z,— 2, 2% — Ey 


Il existe en général deux valeurs de z qui sont égales aux valeurs 
correspondantes de #; c’est ce qu'on appelle les points doubles de la sub- 
stitution (1). 

Si (a -- d) z4 
les points doubles sont distincts; et si nous les appelons a et 3 la relation (1) 
peut s'écrire: 








(3) iP z — B 


K étant une constante que j'appellerai multiplicateur. 
Si au contraire 





(‘) Jemploierai dans ce qui suit les notations de M. Jordan. 

La substitution [z, f(z)] ou bien [x, y: f(x, y). € (v, y)] sera l'opération qui consiste 
à changer z en f(z) ou bien celle qui consiste à changer x en f(x,y) et y en c (x, y)- 
La substitution inverse de [z,f(z)] sera [f(z),z]: le produit de deux substitutions sera 
lopération qui consiste à faire successivement ces deux substitutions. 

Un systeme de substitutions formera un groupe si la substitution inverse de toute 
substitution. du systeme et le produit de deux substitutions queleonques du systéme font 
également partie du systeme. 

Un groupe A est isomorphe à un autre groupe B si à toute substitution de B corre- 
spond une et une seule substitution de A et de telle sorte qu'au produit de deux substitu- 
tions de B, corresponde le produit des deux substitutions correspondantes de A. 

Si B est également isomorphe à 4, les deux groupes sont isomorphes entre eux et 


lisomorphisme est holoédrigue; autrement il est mérièdrique. 
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(a+ d)° ema 


les points doubles se confondent et lon a: 


Ir 


La relation (1) peut alors s’eerire: 


era 


a Z2 42 








| 


(4) 





+ 


az +b 
cz + d 
Mais nous allons faire une hypothese de plus; nous supposerons que les 


Telles sont les principales propriétés des substitutions linéaires (« 


coëfficients a, b, c, d sont réels. Je dirai alors que la substitution (1) 
est une substitution réelle. 

Il en résulte que la partie imaginaire de £ est positive, nulle ou 
négative selon que la partie imaginaire de z est elle-même positive, nulle 
ou négative; c'est à dire que la substitution (1) conserve l'axe des parties 
réelles que j'appellerai désormais X et change également en elle-même 
la partie du plan qui est au dessus de cet axe. 

Si z décrit un cercle ayant son centre sur X, ¢ décrira également 
un cercle ayant son centre sur X. Si z, et z, sont deux quantités ima- 
ginaires conjuguées, les valeurs correspondantes ¢, et f, de £ seront aussi 
imaginaires conjuguées. 

Si a et # sont deux valeurs de z, 7 et 9 les valeurs correspondantes 
de t; si a’, f, y, & sont les valeurs conjuguées de a, 8, 7, 0; on aura 
en vertu de la relation (2) 











C=C jh SOO 
a—fp Pp—a 7006-7 
Si l'on pose pour abréger: 
a— a p—f 
gr 3 T ATI (a, 3 


(5) (co 620): 
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Les substitutions réelles ont été étudiées par différents geometres et 
en particulier par M° Klein dans ses recherches sur les fonctions modu- 
laires; il les a partagées en substitutions elliptiques, paraboliques et hy- 
perboliques. j 

Les substitutions elliptiques sont celles pour lesquelles: 


(a + d)? <A. 


Les points doubles 4 et 9 sont imaginaires conjugués; l'un d'eux est par 
conséquent au dessus de X, l'autre au dessous; la relation (1) peut se 
mettre sous la forme (3) et la constante K est une quantité imaginaire 
dont le module est l'unité. Si z décrit un cercle passant par a et A, f 
deerira également un cercle passant par a et A et coupant le premier 
sous un angle égal à l'argument de K. 

La substitution (1) change en elle-méme toute circonférence qui ayant 
son centre sur le prolongement de 4? coupe ce segment harmoniquement. 

Les substitutions paraboliques sont celles pour lesquelles: 


(a +d)’ = 4. 


Les points doubles se confondent en un seul qui est situé sur X. La 
relation (1) se met sous la forme (4) et de telle sorte que « soit 
réel. Si z décrit un cercle passant par a, ¢ décrira également un cercle 
passant par a et tangent au premier. La substitution (1) n'altére pas les 
eirconferences qui sont tangentes à X en a. Soit C une pareille circon- 
férence; soit m, un point de cette circonférence C, la substitution (1) le 
changera en un autre point m, de cette méme circonférence; elle changera 
m, en un autre point m, de C, m, en un autre point m,, etc. Quand 
x tendra vers l'infini le point m, se rapprochera indéfiniment de a. Soit 
de méme m_, le point que la substitution (1) change en m,, m_, le point 
que cette substitution change en m_,, ete. Quand x tendra vers l'infini, 
le point m_, se rapprochera aussi indéfiniment de a. 

J'appelle C, le cercle qui a son centre sur X et qui passe par a et 
par m,; qui par conséquent coupe orthogonalement le cercle C en a et 
en m,. Il est clair que la substitution (1) changera C , 
C,, C, en C, etc. et en général C, en C,;,. De plus si x est infini 


en 6,76. en 


positif ou négatif, C, se réduit à un cercle de rayon infiniment petit. C'est 
dire que si lon applique une infinité de fois la substitution (1), ou la 
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substitution inverse à un cercle passant par a et ayant son centre sur X, 
le rayon de ce cercle devient infiniment petit. 

Il en résulte qu'un are de courbe de longueur finie, ne coupant pas 
X ne pourra rencontrer un nombre infini de cercles C,, c'est à dire de 
transformés successifs d'um cercle C, ayant son centre sur X et passant 
par a. 

Les substitutions hyperboliques sont celles pour lesquelles: 


(a + d) > 4. 


Les points doubles a et 3 sont distincts et situés sur X. La relation (1) 
se met sous la forme (3) et de telle sorte que A soit réel et positif. 
Je puis de plus toujours supposer: 


IK ms dl 


Si z décrit un cercle passant par « ou par f, t décrira également un 
cercle passant par « ou par / et tangent au premier. La substitution 
(1) n'altére pas les circonférences qui passent par a et f. 

J'appelle comme plus haut C une circonférence passant par a et A, et 


une série de points tels que la substitution (1) change m, en m,,,. ll 
est clair que le point m, se rapprochera indéfiniment de f quand x 
tendra vers + co et de a quand x tendra vers — oo. 

J'appelle aussi C, le cercle qui ayant son centre sur X passe par 
a et par m,. Lorsque x tendra vers + co, C, se rapprochera indéfiniment 
du cercle décrit sur a3 comme diamètre; lorsque x tendra vers — co, 
le rayon de C, diminuera indéfiniment. C’est dire que si l'on applique 
la substitution (1) une infinité de fois à un cercle C, passant par a et 
ayant son centre sur X, on obtiendra à la limite un cercle ayant af 
pour diamètre. Si on applique une infinité de fois à C, la substitution 
inverse, le rayon limite sera nul. 

Si au contraire on appliquait une infinité de fois la substitution (1) 


\ 


un cercle passant par # et ayant son centre sur X, le rayon limite 
serait nul, tandis qu'en lui appliquant une infinité de fois la substitution 
inverse, on obtiendrait à la limite le cercle qui a a pour diametre. 
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Il résulte de là qu'un are de courbe de longueur finie, ne coupant 
pas X, rencontrera un nombre infini de cercles C,, c'est à dire de trans- 
formés successifs du cercle C,, ou bien un nombre fini de ces transformés, 
selon qu'il rencontrera ou ne rencontrera pas le cercle qui a a3 pour 
diamétre. 

Si l'on a: 

(a, B) = (G, 9) 
il existe une substitution réelle qui change « en 7 et A end. Cette sub- 
stitution est définie par la relation: 


; N , 2 
UE ge gu cle 





STE) N , - 
t—0607 7 epe (Gi 


Il est une autre propriété des substitutions réelles sur laquelle je 
voudrais attirer l'attention; en différentiant la relation (1) on trouve: 
dt 1 
de (cz + d)? 


Si de plus j'appelle y la partie imaginaire de z, Y celle de /, je trouve: 


Cums 
mod — = —. 
dz Y 


$ 2. Figures congruentes. 


Je dirai que deux figures sont congruentes quand lune est la trans- 
formée de l'autre par une substitution reelle. Les substitutions réelles 
formant un groupe, il est clair que deux figures congruentes à une même 
troisième sont congruentes entre elles. 

Je puis énoncer tout d'abord les théorèmes suivants: 

Dans deux figures congruentes les angles homologues sont égaux. 

Si dans deux figures congruentes, le point 7 est homologue de « et 
le point 9 homologue de f, on a: 


(1) (a, P) T (7; 9). 


Cette relation peut prendre une autre forme. 
Considérons en effet les quantités a, f et leurs conjuguées a’, # de 
telle sorte que: 
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a— dj — 





a, B) = 3 
(a, B) a—f f— a 


, 


Les quatre points a, ff, a’, (f sont sur un méme cercle qui a son 
centre sur X. Supposons de plus que a et A soient tous deux au-dessus 
de x. Ce cerele coupe X en deux points que j'appelle h et k; h sera celui 
de ces deux points qui est sur l'arc 5%, k celui de ces deux points qui est 
sur l'arc aa’. Je pose 

, a—hBß—k 
los ms p 

[a, fj est essentiellement réel, positif et plus grand que 1. De plus 

on a: 


Si y est un point de l'are de cercle a f, on a: 
[e rli, 8] = le, 8l. 

Il est clair maintenant qu'en employant cette notation nouvelle, on peut 
mettre la relation (1) sous la forme: 

le, Bl — [rs dl. 
Voyons ce qui se passera quand x et 3 seront infiniment voisins. 

Soit: 
2=2+yV—1 
dz = de + dy Y— 1 


mod dz = Vda? + dy’. 


On aura, en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur: 








es ect me de 
ou: 
[ lz 
L [s 2+ de] = mee 


On voit ainsi que le logarithme népérien de [z, 2 -+ dz] est proportionnel 
au module de dz et indépendant de son argument. 
L'intégrale 
"mod dz 


y 
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prise le long dun are de courbe quelconque s'appellera la L de cette 
courbe. 


L'intégrale double: 


da dy 
il zn 


prise à l'intérieur d'une aire plane quelconque sera la S de cette aire. 

D'aprés ce qui précède deux ares de courbe congruents ont même 
L; deux aires congruentes ont méme S. La L d'un arc de cercle af 
ayant son centre sur X sera le logarithme népérien de [a, f]. 

Je ne puis passer sous silence le lien qui rattache les notions précé- 
dentes à la géométrie non-euclidienne de Lobatchewski. 

Supposons que l'on convienne d'enlever aux mots droite, longueur, 
distance, surface leur signification habituelle, d'appeler droite tout cercle 
qui a son centre sur X, longueur d'une courbe ce que nous venons 
d'appeler sa Z, distance de deux points la Z de l'arc de cercle qui unit 
ces deux points en ayant son centre sur X et enfin surface d'une aire 
plane ce que nous appelons sa 5$. 

Supposons de plus qu'on conserve aux mots angle et cercle leur sig- 
nification, mais en convenant d'appeler centre d'un cercle le point qui 
est à une distance constante de tous les points du cercle (d'aprés le sens 
nouveau du mot distance) et rayon du cercle cette distance constante. 

Si l'on adopte ces dénominations, les théorèmes de Lobatchewski sont 
vrais, c'est à dire que tous les théorèmes de la géométrie ordinaire 
s'appliquent à ces nouvelles quantités, sauf ceux qui sont une consé- 
quence du postulatum d'Euclide. 

Cette terminologie m'a rendu de grands services dans mes recherches, 
mais je ne l'emploierai pas ici pour éviter toute confusion. 


$ 3. Groupes Discontinus. 


Envisageons une infinité de substitutions de la forme: 


a;2 + b, 
(1) (x e;z + i) 


qui, en posant pour abréger: 
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a;z + b, 
JG) cz + di 
peuvent s'écrire sous la forme: 
[z, fi()]. 
Pour abréger encore, je. dirai simplement la substitution 
Si (2). 


Je suppose que ö est un indice qui varie de 0 à l'infini. 
Je suppose de plus: 


d'ou 
if, ©) =e 
Je suppose enfin que ces substitutions forment un groupe. 
Je vais définir certains symboles dont je serai amené à faire usage 
dans la suite. Je poserai: 


ft ey AI GL PE m FRE... fee) hopes soe 


Je définirai de méme, par une extension toute naturelle, le symbole f" (2) 
quand -m sera nul ou uri Je poserai: 


je (2) L4 me —1 LAC (2)|, f c—m (z) = er (z)]. 
Si f, (2) est une des substitutions du groupe envisagé, toutes les substitu- 
tions qui sont comprises dans la formule générale: 


(2) 1" (2) 


feront également partie du groupe. 
Si f (2) est une substitution du groupe non comprise dans la formule 
(2), toutes les substitutions de la forme: 


(3) | Fa CAMES un leer) 


appartiendront au groupe. 
Si maintenant 2) est une substitution du groupe qui ne soit pas 
3 [e] 
comprise dans la formule (3), c'est à dire qui ne soit pas une combinai- 
son de f; et de f,, si f, est une substitution du groupe qui ne soit pas 
une combinaison de f, f, et.f,, ete.......si enfin f, est une substitution 
qui ne soit pas une combinaison de f, f,,....../, ,, les substitutions 


comprises dans la formule générale: 


Acta mathematica, I, 2 
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(4) E Rid Qo quent ANC) RE ) 


(où m, a,,:.....a, sont des indices qui peuvent être 1,.2, 3,...... 


2— SIQUID eU OUR OMG RE 3, sont des entiers positifs ou négatifs 
1 p, P Pa Pn 8 


a 


feront également partie du groupe. 

Il peut se faire que l'on ait épuisé ainsi toutes les substitutions du 
groupe envisagé, de telle sorte que toute substitution de ce groupe soit 
une combinaison de f, f,,.....,f. On dit alors que le groupe est 
dene: deren, jamie ne 2/5 0H Que] ofa e ‚7, sont un systeme de 
substitutions fondamentales du groupe. Il est évident qu'un groupe peut 
avoir une infinité de systemes de substitutions fondamentales; mais un 
seul de ces systèmes suffit pour déterminer complètement le groupe. 

On peut concevoir aussi des groupes tels qu'il soit impossible de les 
faire dériver d'un nombre fini de substitutions fondamentales. Mais nous 
les laisserons systématiquement de cóté. 

Soit done un groupe G dérivé de p substitutions fondamentales f,, 
as +++, f de telle sorte que toutes ses substitutions soient de la forme (4). 

J'appellerai exposant d'une substitution de ce groupe la somme des 
modules des nombres entiers positifs ou négatifs A, 8,,....., a 

Il peut se faire que les diverses substitutions contenues dans la for- 
mule (4) ne soient pas toutes distinctes et que l'on ait identiquement: 


(Dy wifes fe (mo RISE ARTS an Eau NOE Tus Oe M oe ). 
La relation (5) peut toujours se mettre sous la forme: 
(6) RER Je qe. sh. ))= 


Les a et les # ont ici la même signification que dans la formule (4). 

Les relations de la forme (6) pourront en général étre toutes regardées 
comme les conséquences d'un certain nombre d'entre elles que nous appel- 
lerons relations fondamentales et qui seront seules réellement distinctes. 

Un groupe H sera isomorphe à G s'il est dérivé d'un méme nombre 
de substitutions fondamentales, et si l'on a entre ses substitutions fonda- 
mentales les mémes relations fondamentales. Si entre les substitutions de 
H il ny a pas d'autre relation de la forme (6) qu'entre celles de @, 
lisomorphisme est réciproque et par conséquent holoédrique; autrement il 
est mériédrique. 
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Par suite des relations (6), une même substitution peut être mise 
d'une infinité de manières sous la forme (4); de sorte que la définition 
donnée plus haut de lerposant d'une substitution laisse subsister une cer- 
taine ambiguïté. Nous appellerons alors exposant d'une substitution la plus 
petite valeur que peut prendre la somme des modules de Bn Base sehe Bs 
quand on écrit cette substitution sous la forme (4). 

Ici il y a lieu de faire une distinction importante entre les diffé- 
rentes sortes de groupes formés de substitutions réelles. Nous devons 
d'abord laisser de côté les groupes qui ne comprennent qu'un nombre fini 
de substitutions et qui ont déjà été étudiés à fond par plusieurs géomètres. 
Mais si les substitutions d’un groupe sont en nombre infini, on peut faire 
deux hypothèses différentes: 

On peut supposer qu'iliest possible de choisir dans le groupe une 
substitution 


telle que f;(z) differe infiniment peu de z; (et cela quel que soit 2) c'est 
à dire que le groupe contient une substitution infinitésimale. 

On peut supposer aussi que le groupe ne contient pas de pareille 
substitution. 

Les groupes de la premiére espéce seront contimus, ceux de la se- 
conde discontinus. 

Il ne peut exister de fonction uniforme analytique de z qui reste in- 
altérée par les substitutions d'un groupe continu, car cette fonction devrait 
reprendre la méme valeur en des points infiniment voisins les uns des 
autres et, par conséquent, avoir une valeur constante. Aussi les groupes 
continus n'ontls aucun intérét pour nous et réserverons-nous le nom de 
groupes fuchsiens aux groupes discontinus formés de substitutions réelles. 

Si le groupe G est discontinu, il est clair qu'on pourra diviser le 
plan ou une partie du plan en une infinité de régions jouissant des pro- 
priétés suivantes: 

Chacune d'elles correspondra à l'une des substitutions du groupe G. 
Celle qui correspondra à la substitution: 


(2, fi (2) 
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sappellera la, region R, et par conséquent celle qui correspondra à la 
substitution: 


(2, fy ()) ou (, 2) 
s’appellera A. 


Quand z sera intérieur à la région R,, fi (2) devra étre intérieur à R 

En d'autres termes, R, sera la transformée de À, par la substitution: 
(a, fi (2)). 

Supposons maintenant que z soit intérieur à la region À, correspondant à: 
(2, fix @)): 

fx (2) devra être intérieur à R, et par conséquent f;(fz' (2)) sera in- 

térieur à À, 

Dire que À, est transformée de AR, par une substitution réelle, c'est 
dire que ces régions sont congruentes et par conséquent que toutes les 
régions À sont congruentes entre elles. 

Pour me servir d’une expression très usitée de l’autre côté du Rhin, 
je dirai que la division d'un plan en une infinité de régions est régulière 
lorsqu'en deformant ces régions d'une maniere continue on pourra faire 
coincider le nouveau mode de division avec l’ancien de telle facon que 
chaque région de la nouvelle division vienne coïncider avec une région 
de l’ancienne, et qu'une région donnée quelconque du nouveau mode de 
division vienne coincider avec une région donnée également quelconque de 


l’ancien mode. En ce qui concerne le mode de division qui nous occupe, 
il est clair que.si l'on applique aux différentes régions R la substitution 


a fi (e) 


chacune des régions À se changera en une autre région À et R, se 
changera en A. C'est dire que la division du plan sera régulière. 

Le probléme de la recherche des groupes fuchsiens se ramène donc 
au suivant: Subdiviser d'une façon régulière le plan ou une partie du plan 
en une infinite de régions toutes congruentes entre elles. 

Deux régions seront dites limitrophes lorsqu'elles confineront entre 
elles tout le long d'un are de courbe qui leur servira de frontière com- 
mune. à 

Soit A, une région limitrophe de À, tout le long d'un are AB de 


p 
son périmétre; cet arc AB sera l'un des côtés de R,. Mais on peut sup- 
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poser que ce ne soit pas le plan tout entier, mais une partie du plan 
qui ait été divisée en une infinité de regions A, toutes congruentes entre 
elles. Dans ce cas, À, pourra confiner tout le long d'un are CD de son 
périmètre à la partie du plan qui n'aura pas été subdivisée en régions 
R. Cet arc CD sera encore wn des côtés de R,. Les côtés tels que AB 
seront ceux de la 1** sorte, les côtés tels que CD ceux de la 2"* sorte. 

Je supposerai toujours que les côtés de la 2"* sorte sont des segments 
de l'axe X. 

Je justifie en quelques mots cette hypothèse. Si lon a divisé une 
partie du plan en une infinité de régions À, et si la région À, est con- 
tigu& à la partie du plan non divisée, on pourra toujours étendre la di- 
vision à une portion plus grande du plan. Je l'étendrai jusqu' à ce que 
fi, 


atteigne l'axe X. Cet aperçu suffira, je pense, pour faire comprendre les 


cesse d’être contiguë à la partie non divisée, ou jusqu’ à ce que À, 


raisons qui me permettent d'adopter cette hypothèse. 

J'appellerai sommets de AR, les extrémités de ses côtés et je serai 
conduit à envisager: 1° les sommets situés au dessus de X; 2° les som- 
mets situés sur X et séparant deux côtés de la 1”° sorte; 3° les som- 
mets situés sur X et séparant un côté de la 1° sorte et un de la 2"* 
sorte. J’appellerai ces différents sommets, sommets de la 1°, de la 2" 
ou de la 3™° catégorie. 

Les points 


seront dits correspondants. 
Quand le point z est à l’intérieur de À,, tous les points f, (2) seront 
dans des régions R, différentes de R,. Donc il ne peut y avoir dans 
l'intérieur de R, deux points correspondants, et un point intérieur à À, 
ne peut être non plus correspondant d'un point du perimetre de cette 
région. 
Au contraire un point situé sur l'un des côtés de £&,, 


et R,. Si le point z est 


sur À, par 
exemple, appartient à la fois à deux régions À, 
sur À, c'est à dire sur le périmètre de R,, le point f,'(z) sera sur le 
périmètre de À, sur un côté que j'appellerai À, et qui separera À, d'une 
région À, correspondant à la substitution: 


—À 


(z, f, @)- 
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Les côtés A, et A, seront dits conjugués. 

On peut tirer de là les conclusions suivantes: 1° Les côtés de la ]** 
sorte sont en nombre pair et conjugués deux à deux. 2° Deux côtés 
conjugués sont congruents. 3° Les points du périmètre de R, (sans parler 
des sommets dont nous nous occuperons plus loin) sont correspondants 
deux à deux. 

Une convention spéciale est nécessaire pour faire rentrer dans. le cas 
général un cas particulier qui se présentera quelquefois. 

Il pourrait arriver que l'on eüt identiquement: 


JG) — f, (9) ou 2 = f, (f, ()]. 


Alors À, coinciderait avec R,, À, avec A, Mais dans ce cas, la sub- 


stitution 


(z, f, (2) 


est elliptique et la relation (1) $ 1 pourrait se mettre sous la forme (3) 
$ 1 de telle facon que: 
K = —1. 


La substitution (2, f, (2)) n'altérant pas le côté 4, celui-ci devra passer 
par le point à (point double de la substitution) et se partager en deux 
moitiés congruentes entre elles. 

Cela posé on pourra regarder le point « comme un sommet et les 
deux moitiés du côté À, comme deux côtés distincts, conjugués entre eux; 
lon est ainsi ramené au cas général. 

Chaque sommet appartient à trois ou plusieurs régions différentes; il 
en résulte que plusieurs sommets de A, peuvent étre correspondants. Je 
dirai que les sommets correspondants appartiennent à un méme cycle. 

D'après ce qui précéde le nombre des côtés de la 1** sorte est pair; 
soit 2» ce nombre. Ces 2» côtés seront conjugués deux à deux. Soient 
À Agi apices) Au made ces’ Coles: An re À, les » autres côtés con- 
Jugues des premiers, de telle sorte que les côtés A, À,,, soient conjugués. 
Soit A, la région qui est limitrophe de R, le long du côté A, et 


(z, f, (2)) 
la substitution correspondante. De cette facon, on aura: 


fus) — fi (@)- 
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Il est aisé de voir que si l'on sort d'une région À, correspondant à: 


(2, fi (2) 
par le côté A, on entre dans une région correspondant a la substitution 


(e, f. Lf, ()))- 


Rien n'est plus facile maintenant que de trouver quelle est la sub- 
stitution qui correspond à une région donnée Z5. Soit A un point in- 
térieur à R,, B un point intérieur à ft, joignons ces deux points par 
un are quelconque 4M B. Si je suppose que cet are AMB 
parte de la région R,, quil en sorte par le côté A, pour 
entrer dans la région R,, puis quil sorte de À, par le 
côté correspondant à A, pour entrer dans la région Z5, 
qu'il sorte de R, par le côté correspondant à A, pour 
entrer dans R,, etc. et enfin qu'il sorte de R, par le 





côté correspondant à A, pour entrer dans Z/; la substi- 
tution qui correspondra à cette région R, sera: 


ES EUER ULT TIS ECTS TS TRO (fece (ied (a) noe N )]. 
Dans cette expression a, 4,,..... . a, désignent des indices qui 
peuvent, eire’l, 2,......ou 2n. 


Done toute substitution qui correspond à une région que l’on peut 
atteindre en partant de À, et en franchissant un nombre fini de côtés est 
une combinaison de (z, f,), (2 f,)......(2, f,) Nous laisserons de côté 
tous les groupes pour lesquels on ne pourrait pas passer d'une région à 
l'autre en franchissant un nombre fini de côtés. Alors toute substitution 
sera une combinaison de: 


(7) BEE EE (Bra): 


Comment trouverons-nous les relations de la forme (6) qui auront 
heutjentre les fonctions far. eme fa? 

Pour cela il suffira evidemment de rechercher comment on peut ex- 
primer par une combinaison des substitutions (7) la substitution: 


(2, 2) ou (2, f, (2)) 


qui correspond à 2, On appliquera la régle exposée plus haut; c'est à 
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dire qu'on décrira un contour fermé quelconque AMA passant par un 
point A intérieur à R,. Si ce contour traverse successivement des régions 


JESS HERBE H. R; — R, et en sort respectivement par les 
COMES EAL GAG el s) des À,, la substitution qui correspondra a À, sera: 
[as Fra TAM S )] 


ce qui permettra d'écrire 


EN WERE a cm aD er: ). 


De toutes les relations (6) ainsi obtenues, toutes ne sont pas fonda- 
mentales. Pour obtenir les relations fondamentales, il suffit de décrire 
des contours fermés infinitésimaux autour de chacun des sommets de X,. 

Puisqu’on trouve ainsi toutes les relations de la forme (6), les sub- 
stitutions (7) sont généralement indépendantes et par conséquent forment 
un système de substitutions fondamentales du groupe envisagé. 

On voit de plus que l’exposant d'une substitution f, est le nombre 
minimum de côtés qu'il faut franchir pour passer de A, dans la région 
qui correspond a la substitution f. 

Outre les groupes fuchsiens ou groupes discontinus formés de sub- 
stitutions réelles, j'ai été conduit à envisager les groupes discontinus formés 
de substitutions linéaires quelconques et que j'ai appelés groupes Kleinéens. 
Je n'en parlerai pas dans le présent travail, me réservant d'exposer dans 
un mémoire spécial les résultats que j'ai obtenus à leur égard. 


$ 4. Polygones générateurs. 


Les régions R, sont définies par la condition que chacune d'elles ne 
contient qu'un seul point correspondant à un point z donné. Mais cette 
condition ne suffit pas pour les définir complétement. En effet si l'on 
se donne un groupe fuchsien G, il y aura une infinité de maniéres de 
subdiviser le plan de telle sorte que dans chaque région il n'y ait qu'un 
point correspondant à un point 2 donné. 

Au contraire si l’on se donne la décomposition du plan en une in- 
finite de régions telles que À, le groupe G sera parfaitement determine. 

Donnons-nous un groupe @ et envisageons les diverses décompositions 
du plan en régions À, qui correspondent à ce groupe. Ces décompositions 
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sont en nombre infini. Comment de l'une d'elles pourrons-nous déduire 
toutes les autres? Soit S, une portion de la région ZA, S, la portion 
correspondante de la région À,  Choisissons parmi les substitutions du 
sroupe @ l’une quelconque d’entre elles: 


(z, f, (2)). 
Soit 7, l'indice de la substitution: 


[e, Ff @) 


de telle sorte que: 
SAK) =f, @. 


Des diverses régions À, je retranche la portion S; et j'ajoute à ce qui 
reste la région S;. J’obtiens ainsi une infinite de régions: 
2 ^ 


R=R+S —5. 


Ces régions R, 
e 


t 


recouvriront la méme partie du plan que les régions R, 
et ne la recouvriront qu'une fois. Chacune d'elles ne contiendra qu'un 
seul point correspondant à un point donné z. A la décomposition du 
plan en régions À; correspondra donc le méme groupe 6G qu'à la dé- 
composition en régions À. Si S, est contigu intérieurement à l'une des 
frontières de À, et si S, est contigu extérieurement à l’une des fron- 
tieres de R,— S,, 
plupart du temps, pour plus de commodité, nous choisirons la région Ai, 


la région R, sera d'une seule pièce et sans trou. La 


de telle sorte qu'elle soit d'une seule piéce et sans trou, mais cela n'a rien 
d'essentiel. 
| in opérant sur les régions À; comme nous avons opéré sur les régions 
R, nous obtiendrons une nouvelle décomposition du plan en régions R; 
qui correspondra toujours au groupe envisagé G. En continuant indéfini- 
ment de la sorte, on obtiendra toutes les décompositions qui correspondent 
au groupe G. 
On est conduit tout naturellement à la généralisation suivante: 
Jusqu'ici j'ai supposé que la région 5$, était tout entière intérieure 
à la région À, et par conséquent S, à la région Z et de fait, sans cette 
hypothése, on ne saurait ce qu'on doit entendre par la région: 


R^, — B, + 8, — 8, 


à moins toutefois que l'on ne fasse une convention spéciale. 
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On est conduit ainsi à envisager des régions divisées en deux parties 
dont l’une est considérée comme positive et l’autre comme négative. 

Ainsi si S, ne fait pas partie de 2,, on considérera la région À; comme 
formée d'une partie positive R, + S, et d'une partie négative S, Cet 
ordre de considérations n’est pas d’ailleurs absolument nouveau. 

Si l'on envisage un quadrilatere ABCD dont deux côtés opposés AB 
et CD se coupent en un point M, ce quadrilatere, formé de deux triangles 
ADM et BCM opposés par le sommet, s'appelle un quadrilatere concave. 

Les formules qui donnent l'aire d'un quadrilatére convexe s'appliquent 
à une pareille figure pourvu que l'on regarde l'aire de cette figure comme 
la difference et non comme la somme des aires des deux triangles ADM 
et BCM. Dans un quadrilatére concave l'un des deux triangles doit done 
être regardé comme positif et l’autre comme négatif. Il se passe ici 
quelque chose d'analogue. Une région concave R, sera formée d'une por- 
tion positive A, + S, et d'une portion negative S. Le nombre des points 
correspondants à un méme point donné z, compris dans la partie positive 
de A, est toujours fini et il surpasse d'une unité le nombre des points 
correspondants à z compris dans la partie négative. 

Nous ferons peu d'usage de cette subdivision du plan en régions A, 
concaves, parce que la subdivision en régions convexes est infiniment plus 
commode, mais elle pourra nous servir comme d'intermédiaire pour passer 
d'une subdivision convexe à une autre subdivision également convexe. 

Puisquil y a une infinite de manières de subdiviser le plan en régions 
R, convexes, nous devons choisir parmi ces diverses maniéres la plus simple 
et la plus commode. 

Voici comment nous pourrons procéder: Nous determinerons une 
région S,, et la région S, transformée de S, par la substitution fo (8). 

Nous ajouterons S, à À, et nous en retrancherons S,. 


x Nous obtiendrons ainsi une nouvelle région Z qui 
AZ mama pourra servir de base à une nouvelle subdivision du 
/ P a“ Er 3 
a d plan en régions À, correspondant au groupe G. Car 
| | pour obtenir la région R, il suffira de retrancher de 
R ! pos B > ; 
\ E j R, la région S, transformée de S, par f(2) et d'y 
/ . utat , 
e. en ajouter la région S, transformée de S, par f; (z). Com- 
AK, So Pa: . RR É . : .. RER 
oe 7 ment maintenant conviendra-t-il de choisir les regions 


a ay D) 
5, et S, 
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Soit AMD un côté de À,, A'M'B' le côté conjugué. Ces deux côtés 
sont congruents et la substitution réelle qui change AMB en A’M'D’ est 
une substitution f, (2) du groupe 6. Joignons les points A et B par un 
arc de cercle ANB ayant son centre sur X. La région S, sera la région 
AMBNA comprise entre l'arc de courbe AMB et l'arc de cercle ANB. 
Le transformé de ANB par f, (z) sera un are de cercle A’N’B’ ayant son 
centre sur X, et la transformée S, de S, sera la région A’M’B’N'A’. Si 
nous ajoutons S, à A, et que nous en retranchions S,, nous obtiendrons 
une région À, analogue à ZA, mais où les côtés conjugués AMB, A'M'B 
seront devenus des arcs de cercle ANG, A’N’b’ ayant leurs centres sur X. 

En opérant de même manière sur chaque paire de côtés conjugués 
de la 1** sorte, on réduira tous ces côtés à des arcs de cercle ayant leurs 
centres sur X. On peut donc toujours supposer que la région À, est un 
polygone dont les côtés sont de deux sortes, les uns sont des arcs de 
cercle ayant leurs centres sur X, les autres sont des segments de cet axe 
X lui-même. Un pareil polygone s’appellera polygone normal. 

Mais une difficulté spéciale peut se présenter dans certains cas. 

Zu effet nous ne nous sommes pas inquiétés de savoir si la région: 


S, = AMBNA 


faisait tout entiere partie de À. Il pourra donc se faire que le polygone 
normal auquel on aura réduit la région A, soit concave. 

Voici comment on se tirerait d'affaire en pareil cas. Il est clair que 
la partie positive et la partie négative de A, devront être toutes deux 
des polygones normaux. Supposons pour fixer les idees que la partie 
positive contienne au plus deux points correspondants à un point donné 2. 
Parmi les points de R,, il y en aura qui seront compris dans la partie 
positive et qui n'admettront aucun correspondant soit dans la partie po- 
sitive, soit dans la partie negative. Ils formeront un certain polygone 
normal P. 

La partie négative formera un certain polygone normal P’; et à 
chaque point de cette partie négative correspondront deux points de la 
partie positive dont l’ensemble formera deux polygones normaux /" et 
P", tous deux congruents à P’. Cela posé, retranchons de À, le polygone 
P' et ajoutonsy le polygone congruent /". Nous obtiendrons ainsi une 
nouvelle région A, qui pourra servir comme A, à engendrer le groupe 


20 H. Poincaré. 


fuchsien @. Cette région n'aura plus de partie negative et sera formée 
des deux polygones P et P"'. 

Ce sera done un polygone normal convexe. 

On voit ainsi que dans tous les cas possibles, on peut supposer que À, 
est un polygone normal convexe. 

Si l'on connait le polygone normal À, et la distribution de ses côtés 
en paires de côtés conjugués, le groupe G est entièrement déterminé. 

En effet reportons-nous à ce que nous avons vu dans le $ précédent: 

Les substitutions fondamentales de @ sont celles qui correspondent 
aux régions limitrophes de R,; on les obtiendra done en envisageant un 
des côtés de la 1° sorte de À, et en cherchant quelle est la substitution 
qui change ce côté en son conjugué. Or soient AB et A’B’ deux côtés 
conjugués. Ces deux côtés, d’après le $ 3, devront être congruents, c’est 
a dire que l’on aura: 

(A, B) = (4', B'). 


Or dans ce cas, d’après le $ 1, il existe une substitution réelle qui change 
AB en A’B' et en général cette substitution est parfaitement déterminée. 
Les substitutions fondamentales du groupe @ et par conséquent le groupe 
G lui-méme sont done parfaitement déterminés. 

C'est pour cette raison que j'appellerai le polygone À, polygone gé- 
nérateur du groupe 6. 


AN 


5. Classification en familles. 


Nous avons vu plus haut que deux, trois ou plusieurs des sommets 
du polygone A, peuvent étre des points correspondants et nous avons 
appelé cyele l’ensemble des sommets de ce polygone qui sont correspon- 
dants à l’un d'entre eux. 

Les sommets de À, se répartissent de la sorte en un certain nombre 
de cycles. Voyons comment, connaissant la distribution en paires des côtés 
de la 1° sorte, on pourra trouver la distribution des sommets en cycles. 
Pour cela il suffit d'appliquer la régle suivante que l'on démontrerait 
sans peine. 

Supposons qu'on parcoure dans un certain sens.le périmétre du po- 
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puis un autre cote, puis un autre sommet et ainsi de suite. Cela posé, 
partons d'un sommet quelconque; envisageons le côté suivant, puis son 
conjugué si ce côté est de la 1° sorte; puis le sommet suivant, puis le 
côté suivant, puis son conjugué si ce côté est de la 1° sorte, et ainsi de 
suite. On pourra continuer ainsi jusqu'à ce qu'on revienne au sommet 
qui a servi de point de départ, ou bien jusqu'à ce qu'on arrive à un 
côté de la 2% sorte. : 

Dans le premier cas, tous les sommets que l'on aura rencontrés de 
la sorte formeront un cycle. Dans le second cas, il sera nécessaire pour 
compléter le cycle de reprendre le sommet qui a servi de point de départ 
et de remonter à partir de ce sommet, en considérant successivement le 
côté précédent, puis son conjugué si ce côté est de là 1°° sorte, puis le 
sommet précédent, puis le cóté précédent, et ainsi de suite jusqu'à ce 
qu'on finisse par arriver à un cóté de la 2% sorte. 

Il est aisé de voir qu'il.y a trois catégories de cycles: Tout point 
correspondant d'un point z situé au dessus de X est lui-méme au dessus 
de X, done tout sommet correspondant d'un sommet de la 1** catégorie 
(§ 9) est lui-même de la 1*?* catégorie. Il y aura donc des cycles formés 
uniquement de sommets de la 1°" categorie; ce seront les cycles de la 1"* 
catégorie. En partant d'un sommet de:la 1" catégorie et prenant succes- 
sivement les cótés et les sommets que l'on rencontre en appliquant la 
règle précédente, on ne rencontrera jamais que des sommets de la 1” 
catégorie et par conséquent aussi jamais que des côtés de la 1°* sorte. 
On ne sera donc arrété que quand on sera revenu au sommet qui aura 
servi de point de départ, c'est à dire que le cycle sera, fermé. 

Tout sommet correspondant d'un sommet de la 2% ou de la 3"* ca- 
tégories, devra lui-même appartenir à l'une des deux catégories Ce qui 
nous amene à considérer deux nouvelles classes de cycles. 

Les cycles de la 2" catégorie ne contiendront que des sommets de la 
2% catégorie; en leur appliquant la règle précédente, on ne rencontrera 
pas de côté de la 2% sorte, c'est à dire que le cycle sera encore fermé. 

Les cycles de la 3" catégorie contiendront des sommets de la 3"* 
catégorie et pourront en contenir également de la 2"; en leur appliquant 
la règle précédente, on rencontrera des côtés de la 2% sorte, c’est à dire 
que le cycle sera ouvert. Cela va nous permettre de classer en familles 
les polygones AR, et par conséquent les groupes @, 
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Le polygone R, sera 
de la 1° famille s'il a des cycles de la 1” catégorie seulement 


DIE) (ze » DIM CEDE» » DD » » 

DD » 335». 3 » 3) 002 ons » » 

»o A » >» » » » » » 2"* et de la 3"* categorie seulement 
Dt 08589 » Dee » DD PP 5553. 0 aus » » ' 
» Hr Ha » » » » » DU Re D ON D » » 

DE ROME » DD 0) » des trois catégories. 


Quelques exemples feront mieux comprendre ma pensée. 
ixemple I. Le polygone A, est un hexa- 





en eed gone ABCDEF; tous les côtés sont de la ]** 
PN x EM X sorte; les cótés 
E uH Sek AB et AF 
BC et FE 
CD et ED 


sont conjugués.  Appliquons la regle, nous rencontrerons successivement: 

l’ en partant du sommet A, le sommet A, le cöte AD, le cóté AF 
et le sommet À. 

2" en partant de D, le sommet D, puis BC, puis EF, puis Ff, puis 
FA, puis AB, puis P. 

3" en partant de C, le sommet C, puis CD, puis ED, puis E, puis 
EF, puis BC, puis C. 

4° en partant de D, le sommet D, puis DE, puis CD, puis D. 

ll y a donc quatre cycles formés respectivement: 

1° du sommet A 


T 


2? des sommets P et F 
3° des sommets C et E 

4° du sommet D. 

Exemple II. Le polygone A, est toujours un hexagone ABCDEF 


dont tous les côtés sont de la ]^* sorte; mais les côtés opposés 
l 


AB et DE 
BORet HE 
CD et FA 


sont conjugues. Appliquons la régle, nous rencontrerons successivement 
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|^ en partant de 4, le sommet A, puis AB, puis DE, puis E, puis 
EF; puis BC, puis C, puis CD, puis FA, puis À. 
2° en partant de B, le sommet B, puis BC, puis EF, puis F, puis 
puis CD, puis D, puis DE, puis AB, puis D. 
Il y a done deux cycles formés respectivement: 
1° des sommets A,C et E 
2° des sommets B,D et F. 
Exemple IH. Le polygone À, est un octogone ABCDEFGH dont 
tous les côtés sont de la 1° sorte, les côtés opposés: 


AB et EF 


FA 


» 


BC et FG LA Se 
CD et GH al me n 
DE et HA iil crc Mid 


sont conjugués. = À 


Partons du sommet A, nous rencontre- 
rons successivement: A, AB, EF, F, FG, BC, C, CD, GH, H, HA, DE, E, 
Pr, ABB BC BG, Gi GH, CD, D; DE, HA,:4: 


Tous les sommets font done partie d'un méme cycle. 
Tous le ts font d partie d'un e cycl 





Exemple IV. Supposons maintenant que les côtés: 


AB et CD 
BC et DE 
: EF et GH 
FG et HA 
soient - conjugués. 
Partons encore de 4, nous rencontrerons: 
A AB. CD, D, DE, BC, €. CD, AB, B, 50, DE, E, ER, GH, H, 
HARERGG, GH, EF, i, HG HAAR: 
Tous les sommets font encore partie d'un méme cycle. 
Dans les quatre exemples précédents, tous les côtés sont de la 1°" 
sorte, tous les cycles sont donc de la 1^* ou de la 2° catégories. 


Exemple V. Le polygone À, est encore Lc 
un octogone ABCDEFGH. Ya Be 
R \ 


Les côtés AB, CD, EF, GH sont de la 1°" 
sorte, les côtés BC, DE, FG, HA sont dela 2% _ 2 N BEN = 
XA B C EF C 


GED s GEHERY: 





sorte. Les côtés: 
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AB et CD 
EF et GH 


sont conjugués. On rencontrera successivement: 

1° en partant de A, le côté AB, puis CD, puis D, puis DE qui est 
de la 2% sorte. 

2° en partant de C, le côté CD, puis AB, puis B, puis BC qui est 
de la 2% sorte. 

3° en partant de E, le côté EF, puis GH, puis H, puis HA qui est 
de la 2% sorte. 

4° en partant de @, le côté @H, puis EF, puis F, puis FG qui est 
de la 2% sorte. 

Les sommets se répartissent done en 4 cycles formés respectivement: 

1° de A et de D, 2° de C et de B, 3° de E et de H, 4° de G et de F. 

Ces cycles sont ouverts, puisque dans la recherche de chacun d'eux 
on a été arrête par la rencontre d'un côté de la 2% sorte. Ils sont done 
de la 3"* catégorie. 

On peut pousser plus loin encore la classification des polygones R, 
et des groupes 6. Voici de quelles considérations nous pourrons faire 
usage à cet effet. 

Considérons d'abord un cycle de la 1”° catégorie et un sommet 4, 
de AR, faisant partie de ce cycle. Soit B, le côté suivant, C, son con- 
jugué, A, le sommet suivant, B, le côté suivant, C, son conjugué, A, Je 
sommet suivant et ainsi de suite, on poursuivra de la sorte jusqu'à ce 
qu'on arrive à un sommet A, coincidant avec A 1 

On pourra méme poursuivre indéfiniment de cette facon sans étre 
jamais arrêté puisque l'on ne rencontrera pas de: côté de la 2% sorte. 
Mais le sommet A, ne différera pas de A,, le sommet A,., de A,, et en 
général le sommet A, de A, si on a 


D 


h=k mod. n. 


Le cycle se compose alors de n sommets distinets, à savoir A,, A,, 


n—1l* - 

Supposons maintenant que l'on décrive autour de A, un cycle infi- 
niment petit quelconque; on sortira de A, par le côté D,, pour entrer 
dans le polygone 7/4. Considéré comme appartenant à ce dernier polygone, 
le côté DB, sera lhomologue de C,; par conséquent le point 4, sera l'ho- 
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mologue de A, et le côté suivant sera lhomologue de B,. Le cycle in- 
finiment petit décrit autour de A, sortira ensuite du polygone À, en 
franchissant ce cóté homologue de B, et entrera dans un certain polygone 
que j'appelle Z,. Considéré comme appartenant à ce polygone, le côté 
qui dans À, était homologue de B, sera homologue de C,; le point A, 


sera homologue de A, et le côté suivant l'homologue de B,. 


2 
On continuera de la sorte, la loi est manifeste. On passera succes- 


et enfin dans R 


sivement dans les polygones R,, R, R,...... Tr A 


qui devra se confondre avec R,. 
On sortira du polygone À, pour entrer dans le polygone R,,, en 
franchissant un côté qui envisagé comme appartenant à À, sera l’homologue 
de B,,, et envisagé comme appartenant à R,,, sera l'homologue de C, , ,. 
Le sommet A, envisagé comme appartenant à AR, sera l'homologue de A,. 
Mais le polygone A, doit se confondre avec R,; done le sommet A, 
‚on a done 


ne doit pas differer de A, 


q=0 mod. x 
dou: 
q = pn. 


Le nombre des polygones qui ont un sommet en A, sera donc divisible 


0 
par 7». 


La figure ci-jointe éclaircira peut-être ce qui 


précéde. Nous y avons supposé R CB p 
a 22 B 
Tio Up 2. pos Ge 
3 A, A 1 
, , , B - 
Nous n’avons represente que les parties des poly- ne 
gones qui sont infiniment voisines de 4,; c'est pour- à ae e 
1 A 4 q “6, B; 
quoi chacun de ces polygones est représenté seule- 4 R, R, 
ment par un angle. Dans le voisinage de chaque EG 





sommet A (ou de chaque côté B ou C) et a Vin- 
térieur de chaque polygone A, nous avons marqué une lettre indiquant 
quel est le sommet (ou le côté) de R, dont ce sommet A (ou ce côté 
B ou C) est Vhomologue si on l'envisage comme faisant partie du poly- 
gone À, 

Nous avons done autour du point A, pn angles dont la somme doit 
être égale à 27, et comme dans deux polygones congruents les angles 
homologues sont égaux, on aura: 


Acta mathematica. TI. 4 
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ABE ids AR + Aa = 2x 
Or on a: 
Arn + Ajn+1 + Arn+? + a N^ 5. ch8 + Del = 21 + A, + I HL = Ay: 
Il vient done: 
27 
Year AM EE. de ofa + Ana =, 


ce qui permet d’enoncer le théorème suivant: 

La somme des angles de HR, qui correspondent aux sommets d'un même 
cycle de la 1°” catégorie est une partie aliquote de 27. 

Mais ici deux cas peuvent se présenter: ou bien la somme de ces 
angles sera égale à 27, ou bien à 27 divisé par un nombre entier plus 
grand que 1. 

Dans le premier cas je dirai que le cycle appartient à la 1** sous- 
catégorie; dans le second cas, qu'il appartient à la 2° sous-catégorie. 

Les propriétés des cycles de ces deux sous-catégories ne sont pas tout 
à fait les mêmes; c'est ce qui nous engage à faire dans la 1** famille 
une coupure, et à séparer, sous le nom de 1” ordre, les polygones R, 
dont tous les cycles sont de la 1** sous-catégorie, pendant que les autres 
polygones A, qui auront un cycle de la 2% sous-catégorie formeront le 
2* ordre. 

Reprenons les polygones AR, R,,...... R,_, qui ont un sommet en A,. 


0 


önvisageons la substitution réelle qui change À, en A, et qui fait 
évidemment partie du groupe G. Cette substitution ne changera pas le 
point A, qui devra par conséquent en être un point double. C'est donc 
une substitution elliptique; elle pourra se mettre sous la forme (3) $ 1 
et de telle sorte que 


Supposons maintenant que le point 4, au lieu d'appartenir à un cycle 
de la 1° catégorie, appartienne à un cycle de la 2° catégorie. Tous les 
raisonnements précédents s'appliqueront, puisque nous n'avons supposé qu'une 
chose: c'est que le cycle était fermé, et puisque cela est vrai des cycles de la 
2% comme de ceux de la 1** catégorie, Seulement le nombre 4 et par 
conséquent le nombre p seront infinis. La somme des angles correspon- 
dant aux divers sommets du cycle sera donc nulle et c'est ce qu'il était 
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aisé de prévoir, puisque tout angle d'un polygone normal dont le sommet 
est sur X est évidemment nul. La substitution réelle qui change R, en 
A, ne changera pas A,. Ce sommet en sera donc un point double, et 
comme il est sur X, la substitution sera parabolique ou hyperbolique. 

Soit S cette substitution; soit C, le côté qu'il faut franchir pour 
passer de A, dans A,,,  C,,, sera le transformé de C, par S, de sorte 
que les divers côtés C, seront les transformés successifs de ©, C!, 

C, par la substitution S et la substitution inverse. 

Supposons d'abord que la substitution S soit parabolique. Nous 
avons vu (8 1) qu'un are fini de courbe qui ne coupe pas X ne peut 
rencontrer qu'un nombre fini de transformés successifs d'un cercle tel que 
C, par une substitution telle que S et par sa substitution inverse. Un 


areil are ne passera done qu'à travers un nombre fini des polygones À 
7D 0? 


To Sey ae qui ont un sommet en À,. 

Supposons au contraire que la substitution S soit hyperbolique. 
Soient A, et A, les deux points doubles de cette substitution, C le cercle 
décrit sur A, A, comme diamètre. Nous avons vu (§ 1) qu'un are fini 
de courbe qui ne coupe pas X rencontre un nombre infini de transformés 
successifs d'un cercle tel que C, ou n'en rencontre qu'un nombre fini, 
suivant qu'il coupe ou ne coupe pas le cercle C. Un pareil are traversera 
done un nombre infini des polygones R,R,...... sensn s'il coupe 
C, et il n'en traversera qu'un nombre fini sil ne coupe pas C. Si la 
substitution S est paraboliqne, nous dirons que le cycle auquel appar- 
tient A, est de la 3"* sous-catégorie; si elle est Bypesbolique; nous dirons 
que le cycle est de la 4° sous-catégorie. 

Cela va nous permettre de subdiviser les 2°, 4°, 6°, 7° familles. 

Un groupe de l'une de ces familles appartiendra au 1” ordre de cette 
famille sil ne contient pas de cycle de la 4° sous-catégorie, et au 9" 
ordre s'il contient des cycles de la 4° sous-catégorie. 


$ 6. Existence des groupes fuchsiens. 


Jusqu'ici nous avons raisonné sur les groupes fuchsiens en supposant 
qu'ils existaient et nous n'en avons pas démontré l'existence. Nous avons 
vu que tout groupe fuchsien G peut étre considéré comme engendré par 
un polygone normal À, dont les côtés sont de deux sortes; ceux de la 
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1° sorte sont des arcs de cercle ayant leur centre sur X, ceux de la 2° 
sorte sont des segments de l'axe X lui-même. Les côtés de la 1” sorte 
sont au nombre de 2» et se répartissent en paires de côtés conjugués. 
Quand on connait le polygone R, et la répartition de ses côtés en paires, 
le groupe @ correspondant est en général parfaitement déterminé. Quant 
aux sommets, ils se répartissent en un certain nombre de cycles. 

Pour pouvoir donner naissance à un groupe fuchsien G, le polygone 
R, doit satisfaire à deux conditions: 

1° Deux côtés conjugués doivent étre congruents. 


ère 


2° La somme des angles d'un méme cycle de la 1°" catégorie doit étre 
une partie aliquote de 27. 

Ces conditions sont nécessaires; sont elles suffisantes? C’est ce que 
je vais démontrer. 

Je suppose que le polygone A, soit donné, ainsi que la distribution 
de ses côtés de la 1° sorte. De cette connaissance résulte celle des sub- 
stitutions fondamentales du groupe correspondant et par conséquent la 
possibilité de construire les polygones À limitrophes de R,.  Opérant sur 
ceux-ci comme on a opéré sur À,, on construira les polygones limitrophes 
des polygones déja obtenus et continuant indéfiniment cette opération, on 
construira une infinité de polygones congruents à ZA. Mais ici plusieurs 
hypotheses peuvent être faites: 

1° Ou bien les polygones ainsi construits couvriront une partie du 
plan mais ne la couvriront qu'une fois de maniere à ne pas empiéter les 
uns sur les autres et à ne pas se recouvrir mutuellement. Alors ils for- 
meront une sorte de damier; la portion du plan envisagée sera partagée 
en un certain nombre de régions congruentes entre elles. L'existence du 
groupe fuchsien correspondant à R, sera donc démontrée. 

2° Ou bien les polygones construits de la sorte empieteront les uns 
sur les autres de facon à recouvrir une partie du plan plusieurs fois ou 
méme une infinité de fois. Dans ce cas le groupe auquel conduirait À, 
(c'est à dire le eroupe dont les substitutions fondamentales sont celles qui 
changent chaque côté de la 1° sorte de À, en son conjugué) est continu; 
ce n'est pas un groupe fuchsien. 

Comment reconnaitrons-nous maintenant quel est celui de ces deux 
cas auquel nous avons affaire? Considérons un point quelconque À, in- 
térieur à A,, et un second point B quelconque. Joignons À à P par un 
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arc de courbe quelconque AMB. Cet arc sortira de À, par un certain 
côté C,; on construira alors le polygone A,, limitrophe de A, le long 
de C,; si AMB sort de R, par un côté C,, 
limitrophe de A, le long de C, et ainsi de suite. 


on construira le polygone R,, 


Les arcs AM B seront de deux sortes: 

1° Ou bien aprés un nombre fini d'opérations de ce genre on finira 
par trouver un polygone À, duquel ne sorte plus l'arc. AMB, de telle 
facon que le point B soit à l'intérieur de R,; c'est alors que le point B se 
trouve dans la partie du plan recouverte par les polygones R et que l'arc 
AMB ne sort pas de cette partie du plan: l'are AM P sera de la 1°" sorte. 

2° Ou bien, quelque grand que soit le nombre des opérations effec- 
tuées, on ne trouvera jamais un polygone À, duquel ne sorte plus l'arc 
AMB. L'arc AMB sera alors de la 2 sorte. 

Au sujet du point B on peut faire trois hypotheses: 

1° Tous les ares 4M B que l'on peut tracer entre A et B sont de la 
2° sorte; le point B est alors hors de la partie du plan recouverte par 
les polygones AR. 

2° Parmi les arcs AMB tracés entre A et B, il y en a de la 1** 
sorte; chacun de ces ares conduit, d'après ce qui précède, à un polygone 
R, à l’intérieur duquel se trouve 5. De plus ce polygone R, est le même 
quel que soit l'arc AMB de la 1*"* sorte par lequel on a joint les deux 
points A et D. Dans ce cas le point D est dans la partie du plan re- 
couverte par les pobysones Ii; de plus ces polygones ne recouvrent cette 
partie du plan qu'une seule fois et l'existence du aupe fuchsien corre- 
spondant à R, est démontrée. 

3° Parmi les ares AMB tracés entre A et Bil y en a de la 1% 
sorte, chacun d'eux conduit à un polygone À, à l’intérieur duquel se 
trouve B; mais ce polygone change quand on change l'arc AMB. Dans 
ce cas le point B est dans la partie du plan recouverte par les polygones 
R; mais ces polygones recouvrent cette partie du plan plus d'une fois de 
telle sorte qu'il n'y a pas de groupe fuchsien correspondant à A. 

Nous sommes done conduits à la régle suivante. 

Il faut joindre deux points A et B par deux ares AMB, ANB de 
la 1** sorte et rechercher si ces deux arcs conduisent à un méme poly- 
gone À. 

Mais nous pouvons la modifier de la maniére suivante: On trace un 
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contour fermé AMA, dont le point initial et final A est intérieur à R,; 
si cet arc AMA sort de À, par un côté C,, on construira le polygone R,, 


LA TS 
0? 


struira le polygone 7/5, limitrophe de À, le long de C, et ainsi de suite. 


limitrophe de A, le long de C,; sil sort de À, par un côté C,, on con- 
Je suppose de plus que l'arc AMA soit de la 1°" sorte, c'est à dire qu'on 
lait choisi de telle manière qu’apres un nombre fini d'opérations, on arrive 
à un polygone À, d'ou ne sorte plus lare AMA. Pour que le groupe 
fuchsien existe, il faut et il suffit que, quel que soit le contour AMA de la 
1"* sorte, le polygone R, soit précisément R,. 

Supposons d'abord que le polygone A, envisagé n’admette pas de 
cycle de la 4° sous-categorie. 

Dans ce cas jénoncerai les théorèmes suivants: 


I. Tout arc de courbe AMB qui coupe X est de la 2° sorte. En effet 
le polygone ZA, est tout entier au-dessus de X et il en est par conséquent 
de méme de tous les polygones R qui lui sont congruents. Supposons 
qu'on construise les polygones A, R,, etc. R, comme il a été dit plus haut. 
Ils seront tous dans la partie du plan située au dessus de X et comme 
lare AMB doit sortir de cette partie du plan, il devra sortir de R, quel- 
que grand que soit ». C. Q. F. D. 


IL Tout arc AMB qui ne coupe pas X est de la 1"* sorte. En effet 
je construis comme il a été dit plus haut les polygones 


et j'appelle 2, la portion de l'are AMB qui est à l'intérieur du polygone 
R,. L'are AMB va se trouver décomposé en une série d’ares A, A, 
A», itu. correspondant à la série des polygones R,, R,, R,...... Le 
nombre de ces arcs (qui est celui des polygones correspondants) sera fini 
si AMB est de la 1"* sorte (ce que nous nous proposons de démontrer) 
et infini dans le cas contraire. 

L'are A, joindra évidemment deux côtés de la 1** sorte du polygone 
li, car il ne doit pas couper X et ne peut par conséquent aboutir à un 
côté de la 2° sorte puisque ces côtés sont des segments de X. On peut 
d'ailleurs faire deux hypotheses: 

1° On peut supposer que les deux côtés auxquels aboutit l'arc 2, 


sont deux côtés consécutifs du polygone Z^ séparés seulement par un 
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sommet A, de ce polygone. Je dirai que A, est de la 1** espèce et qu'il 
sous-tend le sommet 4, Exemples, les arcs CD et F'@ de la figure en bas. 


2° On peut supposer que les deux côtés auxquels aboutit l'arc A, ne 
sont pas consecutifs, et dans ce cas je dirai que A, est de la 2° espece. 
Exemple, l'arc AB de la figure. Le polygone À, étant congruent à 
, 
TU d'arc a 
périmètre de À, appartenant à deux côtés non consécutifs. Il est clair 


sera congruent à un certain arc À joignant deux points du 


que la distance de ces deux points ne pourra être infiniment petite et 
, . d 

que par conséquent la L (voir $ 1) de cet arc À ne sera pas non plus 

infiniment petite, mais sera plus grande qu'une certaine quantité donnée 

K. La L de lare À, sera la méme que celle de l'arc congruent 2; elle 

sera done plus grande que K. 


Soit L, la L de lare AMB; elle est finie parce que cet arc ne 


coupe pas X. Le nombre des ares A, de la seconde espéce sera done 


p 
: L , OR 
plus petit que K et par conséquent limite. 


On pourra done prendre q assez grand pour que les arcs A; 
Ate 36 . et en général les arcs À, où p>g soient. tous de la 1*° 
espece; il reste à démontrer que le nombre de ces ares A, (p > q) est fini. 

J'envisage deux arcs consécutifs A, et 4,,, et l'arc y, =A, + À,,, formé 
par leur réunion; je dirai que l'arc p, est de la 1"* catégorie si les arcs 
A, et À,,, sous-tendent un méme sommet, et de la 2° catégorie dans le 
cas contraire. Ainsi l'arc CE de la figure sera de la 2* 


catégorie et l'arc FH de la premiere, parce que l'arc CD RN 


c P A EE 
4 \ ee z 
sous-tend le sommet 4, pendant que les ares FG, GH et He AVE 
: > er Di GA 
DE sous-tendent le sommet À,. RES 

EN 

: E 0 2 2 n ( 

Envisageons un arc y, de la 2° catégorie: il aboutira N EA 


à deux côtés de la 1** sorte appartenant l'un à R,, l'autre 
à R,,, et il traversera le côté C, qui sert de frontière commune à ces 
deux polygones; d'ailleurs ces trois cótés n'ont aucun point commun. 

Le polygone À, étant congruent à R,, le côté C, sera congruent à 
un des côtés H de R,. Soit R’ celui des polygones À qui est limitrophe 
de R, le long de H; l'arc p, sera congruent d'un certain are y dont l'une 
des extrémités sera sur un des côtés B de R, et l’autre sera sur un des 
côtés B’ de R’; cet arc traversera le côté H. D'ailleurs les trois côtés 
D, H et B’ n'auront aucun point commun. 
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Dans ces conditions il est clair que la L de l'arc p et par consé- 
quent celle de y, n'est pas infiniment petite et est plus grande qu'une 
quantité fixe A. Il suit de là, comme plus haut, que le nombre des 
arcs p, de la 2"* catégorie est limité et qu'on pourra prendre 4 assez 
grand. pour, que. tous les; are8 9, 3, rm dern. et en général p, (p > q) 
soient tous de la 1'"* catégorie; en d'autres termes tous les arcs 4,5, Àj,» 
etc. et en général tous les ares 2, (p > q) sous-tendront un méme sommet D. 

Il reste à démontrer que le nombre de ces ares A, sous-tendant le 
sommet D est fini. Nous pouvons faire deux hypotheses: © 

1° Ou bien D appartient à un cycle de la 1”° ou de la 3"* catégorie, 
et alors ce sommet n'appartient qu'à un nombre fini de polygones R, et 
par conséquent le nombre des ares A, est nécessairement fini. 

2° Ou bien D appartient à un cycle de la 2% catégorie, c'est à dire 
de la 3™° sous-catégorie, puisque nous avons supposé que le polygone À, 
n'admettait pas de cycles de la 4™° sous-catégorie. Nous avons vu ($ 5) 
qu'un are de courbe ne coupant pas X ne pouvait traverser qu'un nombre 
finn des polygones auxquels appartient le sommet D. Il suit de là que 
le nombre des ares À, est fini. 

Done dans tous les cas, le nombre des arcs A, est fini; done l’are AMB 
est: de la 12" sorte 36. (Qs E. AD! 

Done la partie du plan recouverte par les polygones R est la partie 
située au-dessus de X. 

Considérons maintenant un contour fermé AMA de la 1° sorte, c'est 
à dire ne coupant pas X; appliquons lui la régle exposée plus haut et 
supposons qu'en le parcourant on rencontre successivement les polygones 
US) Eee pour arriver au polygone AR, quand on sera de retour au 
point A. Si le polygone À, est précisément À, je dirai que AMA est 
de la 1** espèce et, dans le cas contraire, qu'il est de la 2% espèce. Pour 
que le groupe fuchsien existe il faut et il suffit que tous les contours 
AMA de la 1° sorte soient de la 1" espèce. A ce sujet je démontrerai 
successivement les théorèmes suivants: 

III. Si le contour AMA se compose 1° d'un arc de courbe AMB, 
2° dun contour fermé infiniment petit BNB, 3° de l'arc AMB parcouru en 
sens contraire, il est de la 1'"* espèce, 

En effet construisons successivement, d'aprés la régle exposée plus haut, 


les polygones A, R, R I, que l'on rencontre en parcourant l'are 
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AMB. Parcourons ensuite le contour infiniment petit BNB. On peut 
faire au sujet de ce contour trois hypotheses: 

1° Ou bien BNB reste tout entier à l'intérieur du polygone R, et 
alors parcourant ce contour on ne sortira pas de ce polygone. 

2° Ou bien BNB franchit un des côtés C,, de Ej, mais sans envelopper 
un des sommets de ce polygone. Alors en suivant le contour, on sortira 
d'abord de À, en franchissant le côté C, pour entrer dans un nouveau 
polygone À,,,, puis on sortira de À,,, en franchissant le côté C,, en sens 
contraire et par conséquent en rentrant dans R,. 

3° Ou bien BNB enveloppe un des sommets de R,. Ce sommet sera 
forcément de la 1^* catégorie puisqu'il ne pourra étre sur X. Ce sommet 
appartiendra à un cycle comprenant par exemple n sommets et la somme 


Orr 
des angles correspondants sera m On rencontrera alors en parcourant BNB 


successivement pn polygones R,,,, B,,5...... H,,,, la somme des 
angles en D de tous ces polygones étant 27, R,,,,, se confondra avec E, 

Done dans tous les cas possibles, on retombera sur le polygone R,, 
après avoir parcouru le contour BNB. Parcourons maintenant l'arc AMB 
en sens contraire; nous rencontrerons successivement les polygones R,, 
Ba... Ru, R,, cest a dire dans l'ordre inverse, ceux que nous 
avions rencontrés en parcourant une premiere fois l'arc AMB. Quand 
nous serons de retour au point A, nous retomberons sur le polygone R,. 
Donc le contour AMA sera de la 1** espèce. C. Q. F. D. 


IV. Si deux contours AMBPA, APBNA sont de la 
1"* sorte et de la 1°* espèce, il en sera de méme du contour 
AMBNA formé par leur réunion. 

En effet si AMBPA, APBNA sont de la 1*° sorte, "| | Ivy 
cest que ni AMD, ni ANB ne sortent de la région re- 
couverte par les polygones À et par conséquent que AMBNA 
est aussi de la 1^* sorte. i 

Si AMBPA est de la 1° espèce on arrive au méme 
polygone À, en suivant l'arc AMB ou l'arc APB; si APBNA est de la 1** 
espèce on arrive au méme polygone À, en suivant l'arc APB ou l'arc 
ANB. Donc on arrive au méme polygone À, en suivant l'arc AMB ou 
lare ANB. Donc AMBNA est de la 1”° espéce. C. Q. F. D. 


Acta mathematica. I. 5 
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V. Si un contour AMA est de la 1°” sorte, tout contour ANA qui 
lui est intérieur est aussi de la 1"* sorte. 


En effet si AMA ne coupe pas X, il en sera de même du contour 
intérieur ANA. C. Q. F. D. 


VL Un contour quelconque AMA de la 1”* sorte est de la 1°” espèce. 


En effet ce contour pourra être décomposé en une infinité de contours 
comme ceux qui sont considérés dans le théorème III. En vertu du 
théorème V, ces contours sont tous de la 1°°-sorte; done en vertu du 
théorème III chacun d'eux est de la 1” espéce, done en vertu du thé- 
oréme IV le contour total lui-même AMA est de la 1°° espece.. C. Q. F. D. 

L'evistence du groupe fuchsien correspondant à R, est donc démontrée. 

Les polygones A transformés de R, par les diverses substitutions de 
ce groupe recouvriront toute la partie du plan située au-dessus de X et 
ne la recouvriront qu'une fois. 

Je suppose maintenant que R, admette des cycles de la 4"* sous-catégorie. 

Les théorémes I, III et IV seront évidemment encore vrais. Mais il 
n'en sera pas de méme du théoréme II. Voyons comment il faudra le 
modifier dans le cas qui nous occupe. 


Reprenons les notations de ce théoréme. On démontrera comme plus 
haut que lon peut prendre g assez grand pour que tous les arcs À, où 
pq soient de la ]^* espèce et sous-tendent un méme sommet D. Je 
n'ai rien à ajouter pour le cas où D est de la 1** ou de la 3"* catégorie, 
ou bien de la 3"* sous-catégorie. Supposons maintenant que D soit de 
la 4"* sous-catégorie. Le nombre des arcs À,(p > 4) sera-t-il fini ou in- 
fini? Nous avons vu ($ 5) qu'un are de courbe qui ne coupe pas X 
traverse un nombre infini des polygones R qui ont un sommet en D ou 
seulement un nombre fini, selon qu'il coupe ou ne coupe pas un certain 
cercle C passant par D et ayant son centre sur X. 

Il suit de là qu'un are AMB qui ne coupe pas X peut cependant 
être de la 2"* sorte. 

Considérons un are AMB de la 2° sorte venant aboutir à un cercle 
C et supposons qu'il se déforme d'une facon continue, il ne pourra cesser 

'étre de la 2"* sorte qu'en cessant de couper C, comme il est aisé de le 
comprendre. 
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Le theoreme V est encore vrai, mais il a besoin d’une démonstration 
nouvelle. Envisageons un contour fermé AMA qui soit de la 1° sorte 
et un second contour ANA interieur au premier; je dis que ce second 
contour ne peut être de la 2% sorte: en effet s'il en était ainsi, il devrait 
couper un certain cercle C; on pourrait passer du contour ANA au contour 
AMA dune façon continue, et en variant de la sorte, le contour ANA 
ne cesserait pas de couper C: il ne cesserait donc pas d’être de la 2% 
sorte, de manière que AMA devrait être de la 2% sorte, ce que nous 
n'avons pas supposé. 

Le théorème V étant démontré, le théoreme VI doit être vrai égale- 
ment et par conséquent l'existence du groupe fuchsien correspondant a R, 
est démontrée. Les polygones AR, transformés de À, par les substitutions 
de ce groupe, recouvrent toute une partie du plan S et ne la recouvrent 
qu'une fois. Cette région S est tout entière au-dessus de X et elle est 
limitée par des segments de cet axe et par une infinité de cercles tels 
que C ayant leurs centres sur X. 

Nous avons donc démontré dans tous les cas possibles l'existence du 
groupe fuchsien correspondant à R,; mais la démonstration peut être con- 
sidérablement simplifiée dans certains cas particuliers, par exemple quand 
on n'a pas de sommet de la 1° catégorie. Dans ce cas, en effet, le po- 
lygone R,, sil a 2n côtés de la première sorte, divise la partie du plan 
située au dessus de X en 2» + 1 régions, à savoir le polygone AR, lui- 
méme et la région comprise entre l'axe X et chacun des côtés de la 1° 
sorte. Considérons un côté Cj, la région S,, comprise entre C, et X et 
le polygone R, limitrophe de A, le long de C,. ‘Le polygone À, sub- 
divisera la région S, en 2» régions plus petites, à savoir le polygone R, 
lui-même et la région comprise entre l'axe X et chacun des côtés de la 
1"* sorte restés libres. Quand on aura construit plusieurs polygones fi, 
Hc EAE H, la partie du plan située au dessus de X se trouvera par- 
tagée en un certain nombre de régions, à savoir les polygones R,, R,, 
roe aeulllesenesions Se e 70. 0, comprisessentred Aet Chacun 
des côtés de la 1** sorte restés libres. Si lon cherche à construire un 


nouveau polygone limitrophe de R, R,..... . R,, il se trouvera tout 


p? 
entier dans une des régions S,, S,,...... S. Il est done impossible que 
les polygones ainsi construits se recouvrent mutuellement. ' L'existence du 


groupe fuchsien correspondant à R, est done démontrée. 
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$ 7. Principaux exemples. 


Avant de donner quelques exemples de ces groupes fuchsiens dont 
je viens de démontrer l’existence d’une manière générale, je vais expliquer 
une notation dont je me servirai dans la suite pour définir certaines pro- 
priétés du polygone R,. Je commencerai par désigner chacun des côtés 
de À, par un numéro d'ordre de telle sorte qu'en parcourant le périmètre 
de ce polygone dans un sens convenable, on rencontre successivement le 
côté 1, puis le côté 2, ete. Cela fait jécrirai le numéro d’un des côtés 
de la 1^* sorte, puis celui de son conjugué, puis une virgule, puis un 
autre côté de la 1" sorte, puis son conjugué, puis une virgule etc., puis 
enfin j'écrirai à la suite les numéros des côtés de la 2% sorte. Par 
exemple, si R, est un octogone dont les côtés de rang impair soient de la 


1° sorte, ceux de rang pair de la 2° sorte et dont les côtés opposés de la 


1"* sorte solent conjugués, je dirai que le polygone R, est du systeme 


(15, 37, 2468). 


J'aurai ainsi défini le nombre des cótés de chaque sorte et la distri- 
bution des cótés en paires De cette distribution des cótés en paires, 
nous déduirons celle des sommets en cycles. 

Je vais maintenant étudier quelques exemples, en me servant des 
notations précédentes. ; 

Exemple I. (14, 23). 

Le polygone R, est un quadrilatere dont je designe les sommets par 
ABCD; le côté 1 sera le côté AB; le côté 2, le côté BC; le côté 3, le 
côté CD; le côté 4, le côté DA. Tous les côtés sont de la 1°" sorte, ce 
sont done des ares de cercle ayant leur centre sur X; les côtés AB et 
AD, CB et CD sont conjugués, ils sont donc congruents. Enfin l’angle 
9 


8 





Gy 9 
A est égal à 7 l'angle B+ D à —, l'angle C à = les nombres a, f, 
y étant entiers. 

Nous pouvons joindre les deux sommets opposés À et C par un are 
de cercle ayant son centre sur X, le quadrilatere R, se trouvera ainsi 


décomposé en deux triangles curvilignes ACD et ABC. 


Theorie des groupes fuchsiens. 37 


Je voudrais maintenant definir une expression dont je serai quelque- 
fois appelé a me servir dans la suite. Envisageons dans le plan une 
transformation par rayons vecteurs réciproques; soit 0 le centre de la 
transformation et KA? son paramètre; le cercle C dont le centre est 0 et 
le rayon K demeure inaltéré par la transformation. Je dirai que cette 
transformation est une réflexion sur le cercle C et que deux figures trans- 
formées réciproques sont symétriques par rapport à ce cercle. 

Cela posé, il est clair que les deux triangles ACD, ABC sont symé- 
triques par rapport au cercle AC. Il suit de là que les angles curvilignes 
CAD et CAB, ACD et ACB, ABC et ADC sont égaux, et par conséquent 
que le triangle ABC a ses trois angles respectivement égaux à A ? 

Soit maintenant À, un quadrilatere limitrophe de R, le long d'un 
de ses cótés, de AB par exemple; ces deux polygones seront symétriques 
par rapport au cercle AB. 

Ceci nous conduit, dans.le cas particulier qui nous occupe, à une 
construction tres-simple du systeme des polygones R. 

On construira d'abord un triangle ABC dont les trois angles seront 


1 


3 [Py iste TE s NE B j 
respectivement 7, B = on peut construire une infinite de pareils triangles 
7 


- 


mais ils sont tous congruents entre eux; on construira alors les triangles 
symétriques de ABC par rapport à leurs côtés restés libres et ainsi de 
suite. On partagera ainsi le plan en une infinité de triangles tous con- 
gruents à ABC ou à ACD et en les réunissant deux à deux, on aura 
partagé le plan en une infinité de quadrilateres congruents à R, = ABCD. 

Qu’arrivera-t-il si l’un des nombres entiers a, B, 7 devient infini; 


supposons par exemple que ce soit 7 qui devienne infini; l'angle © qui 

2n : . , 

était égal à — deviendra nul; le sommet C cessera d’être de la 1 caté- 
oO 76 


ame 


gorie pour devenir de la 3"* sous-catégorie. À, se composerait encore de 
deux triangles ABC, ADC symétriques par rapport au cercle AC. Les 
deux côtés AC et BC sont des arcs de cercle qui sont tangents en un 


r 


point C situé sur X; le côté AB est aussi un arc de cercle coupant AC 


C 


1 
] 


E: 


T 


et BC sous des angles - et 7 
a B 


Supposons en particulier: 


3 


oo 
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Supposons de plus, pour achever de déterminer le triangle ABC, que les 
côtés AC et BC se réduisent à deux droites perpendiculaires à X de telle 
facon que le point C soit rejeté à l'infini; que la droite BC prolongée 
vienne passer par l'origine 0; que la distance des deux paralleles AC et 


"iin „ol 
BC soit égale à 5; Le cercle AB aura alors pour centre 0 et pour rayon 


1. On retombera ainsi sur le Fundamentaldreieck de M. Klein (Mathema- 
tische Annalen, Bd. XIV). Le groupe fuchsien correspondant est extré- 


az + b 
cz + d 
telles que a, b, e, d étant entiers, on ait ad — be = 1. C’est la considéra- 


mement remarquable; il se compose de toutes les substitutions (- 


tion de ce groupe et des sous-groupes qui y sont contenus qui est le 
fondement des recherches de M. Klein sur les fonctions modulaires. 
Exemple IL (16, 25, 34). 
C'est l'exemple I du paragraphe 5. Le polygone À, est un hexagone 
ABCDEF et les sommets forment quatre cycles distincts formés respec- 
tivement des sommets A; BF; CE; D; les angles curvilignes 4, B+ F, 


Oz 2 Dr Tt 


C -- E, D doivent étre respectivement égaux à —, =, —, 35%, 0 
? o LOST ET qp me qp» 
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étant des nombres entiers positifs ou infinis. 

Un cas particulier interessant est celui où l'hexagone se décompose 
en deux quadrilateres ABCD, ADEF, symétriques par rapport au cercle 
AD. Dans ce cas on a pour les angles curvilignes de ces deux quadrila- 
teres les valeurs suivantes: 


TT 


BAD DAR: CDA — EDA — 


, 


& 
Sa! 


jn 


: CRE 


t 
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Pour construire tous les hexagones À, on pourra alors opérer comme 
dans l'exemple précédent; on construira le quadrilatere ABCD, puis les 
quadrilatères symétriques par rapport à chacun de ses côtés, puis les 
quadrilateres symétriques de ceux-ci par rapport à chacun de leurs côtés 
et ainsi de suite. 

Considérons maintenant un exemple plus général Supposons que À, 
soit un polygone de 2n côtés de la 1** sorte dont les sommets soient 
successivement, Al, Ay. i ed, Ania, Du Dam ar DB, Supposons 


que les cötes 
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soient conjugués. Les sommets se répartiront en x + 1 cycles: 


; AE) Joy 518 al, Br: An+1 


3 CES ROLE 


A VAR BE: ABER: 
et le polygone A, s'écrira dans le systeme de notation adopté: 
(l.2n, 2.29 —1, 9.2m— 2, ..:... ,n—1l.n +2, n.» 4 1). 


Dans un certain cas particulier, ce polygone R, se divisera en deux moi- 
HAE adc elc B. Boss ee DAG sdaiymétriqueso par 
rapport au cercle A, 4,,,. Chacune de ces moitiés est un polygone cur- 
viligne dont les côtés ont leurs centres sur X et dont les angles sont des 
parties aliquotes de x. Pour construire tous les polygones À, il suffit de 
partir de A, A, 4, ...... 4,,,, de construire les polygones symétriques 
de celui-ci par rapport à l'un de ses côtés, puis les polygones symétriques 
de ceux-ci par rapport à chacun de leurs côtés et ainsi de suite. 

On pourrait citer un grand nombre d'autres exemples de polygones 
générateurs de groupes fuchsiens. Parlons seulement des exemples déjà 
cités au paragraphe 5. Avec le mode de notation adopté les polygones 
R, des exemples II, IIT, IV et V s'écriraient: 


(14, 25, 36) 
(15, 26, 37, 48) 
(13, 24, 57, 68) 
(13, 57; 2468). 


Quelles sont les conditions auxquelles dans ces quatre exemples doit satis- 
faire le polygone A, pour donner naissance à un groupe fuchsien? 

Dans les trois premiers exemples les cótés conjugués doivent étre 
congruents. De plus dans l'exemple II, la somme des angles de rang 
pair, comme celle des angles de rang impair doit être une partie aliquote 
de 27; dans les exemples HI et IV c'est la somme de tous les angles qui 
doit diviser 27. 

Dans l'exemple V, le polygone R, n'est assujetti à aucune condition. 


$ 8. Classification en Genres. 


J'ai fait voir dans ce qui précéde comment on pouvait partager la par- 
tie du plan qui est au dessus de X en une infinité de polygones curvilignes 
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R congruents entre eux. ŒEnvisageons maintenant la partie du plan qui 
est au dessous de X, et dans cette partie du plan les polygones curvilignes 
I, R;, ete. qui sont respectivement symétriques de R,, À, etc. par rapport 
à X. Il est clair que si R, est le transformé de A, par une certaine 
substitution f(2) du groupe @, R, sera le transformé de AR, par cette 
même substitution. Les substitutions du groupe @ qui transforment R, en 
a transformeront done de méme A, en AH, R;,,...... Mais 


plusieurs cas sont à considérer; si R, n'a pas de sommet de la 4° sous- 


0 
catégorie, l'ensemble des polygones R et A’ recouvre tout le plan; si au 
contraire, nous avons des sommets de cette sous-categorie, les polygones 
R et R’ laissent non recouvertes les régions situées à l'intérieur d'une in- 
finité de cercles ayant leurs centres sur X. 

Voici une seconde distinction plus importante pour ce qui va suivre. 
Supposons que le groupe G soit de la 1**, de la 2"* ou de la 6"* fa- 
milles, nous n'aurons ni sommet de la 3° catégorie, ni côté de la 2° sorte. 
Le polygone R, n'ayant pas pour cóté de segment de X, sera complete- 
ment séparé de son symétrique À, ou bien confinera à ce polygone par 
un sommet seulement (sil a des sommets de la 2* catégorie) et non par 
tout un côté. Supposons au contraire que le groupe @ soit de la 3°, de 
la 4°, de la 5° ou de la 7° familles, le polygone À, aura un ou plusieurs 
cótés de la 2° sorte et confinera à son symétrique R, tout le long de ces 
côtés. Supposons qu'on supprime ces côtés de la 2° sorte qui servent de 
frontiere commune à R, et à R, on pourra considérer l'ensemble des deux 
figures À, + R, comme une seule région qui sera limitée seulement par 
des ares de cercle ayant leurs centres sur X, c'est a dire par les côtés 
de la 1°* sorte de À, et ceux de R,. L'ensemble de ces ares de cercle 
formera en général plusieurs courbes fermées séparées. 

Nous allons maintenant pouvoir parler d'une nouvelle classification 
des groupes fuchsiens. Considérons d'abord un groupe de la 1”“, de la 
2° ou de la 6™° familles: le polygone À, n'aura pas de côté de la 2° 
sorte; par conséquent les points du périmètre de R, seront correspondants 
deux à deux puisque à chaque point d'un côté de la 1'* sorte correspond 
un point de son conjugué; les points intérieurs à À, n'auront aucun corre- 
spondant ni dans ce polygone, ni sur son périmétre; enfin tous les som- 
mets d'un méme cycle seront correspondants. Supposons qu'on découpe 
le polygone R,, puis qu'on le replie en le déformant d'une maniére con- 
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tinue et de telle facon que les points correspondants de son périmètre 
viennent se coller l’un contre l'autre; aprés cette déformation, À, sera 
devenu une surface fermée. Si par exemple on reprend le quadrilatere 
ABCD de Vexemple I du paragraphe précédent, et qu'aprés l'avoir découpé, 
on le replie en le déformant de telle sorte que AB vienne se coller contre 
AD, puis BC contre CD, R, aura pris l’aspect d’une surface fermée convexe. 

Considérons maintenant un quadrilatere ABCD du système (13, 24) 
de telle sorte que AB soit conjugué de CD et AC de BD. Replions le 
quadrilatere de facon a coller AB contre CD, il prendra l’aspect d’une 
sorte de cylindre ouvert par les deux bouts, les côtés AC et BD étant 
restés libres, mais étant devenus des courbes fermées; si on colle ensuite 
AC contre BD, le quadrilatére prendra l'aspect d'une sorte d'anneau fermé. 

On sait que les surfaces fermées sont susceptibles d'étre classées en 
genres de la maniére suivante. Sur une sphére, par exemple, on ne peut 
tracer un cycle fermé sans subdiviser la surface de la sphére en deux 
régions distinctes; il n'en est pas de méme sur un tore dont un cercle 
méridien, par exemple, ne subdivise pas la surface en deux régions di- 
stinctes; mais on ne pourrait tracer sur le tore deux cycles fermés séparés 
sans obtenir une semblable subdivision. 

Le genre d'une surface fermée est alors le nombre maximum des 
cycles fermés séparés que l'on peut tracer sur la surface sans la sub- 
diviser en deux régions distinctes. Ainsi une surface fermée dans laquelle 
on aurait percé p trous serait de genre p. 

Le genre d'um groupe fuchsien sera le genre de la surface fermée, ob- 
tenue comme il vient d'être dit par la déformation de R,. 

Comment obtenir l'expression de ce genre? 

Supposons qu'on ait subdivisé une surface de genre p en /' polygones 
curvilignes, que le nombre total des côtés soit A et celui des sommets S, 
on aura la relation 

F+S—A = — 2p + 2. 


Reprenons le polygone R,; soit 2» le nombre de ses côtés de la 1°° 
sorte, et q celui des cycles fermés. Apres la déformation, les côtés étant 
venus se coller l’un contre l’autre deux à deux, le nombre des côtés 
distincts restants sera n; de méme le nombre des sommets distincts restants 
sera q. 


Acta mathematica. 1. 
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On aura donc: 


F = 1 A — S = q 
d’ou 
qg+l—n—=2—2p 
ou 
ng 
es 
Reprenons les exemples I et II du paragraphe précédent; nous aurons: 
g=n+1 
d'ou 
p = 0. 


Je vais donner une autre application de la règle qui précède. 

Supposons que le polygone R, ait 2» côtés de la 1°* sorte et de 
telle facon que les côtés opposés soient conjugués. Pour trouver le genre 
du groupe fuchsien correspondant, il faut chercher le nombre des cycles 
entre lesquels se répartissent les 2» sommets. En appliquant la règle du 
$ 5, on trouve que tous les sommets appartiennent à un même cycle si 
n est pair, et que si n est impair, on a deux cycles formés, l'un de tous 
les sommets de rang pair, l’autre de tous les sommets de rang impair. 


On a donc: 
qg=1 ou 2 


selon que n est pair ou impair, et par conséquent: 


N 
P=5 


sin est pair, et 





si n est impair. 

Supposons maintenant que le polygone À, adınette des côtés de la 
2° sorte; il sera contigu tout le long de ces côtés à I, de sorte que la 
région R, + HK, sera d'une seule piece; les points situés à l'intérieur de 
cette région ne pourront étre correspondants à aucun autre point de la 
region; les points du périmétre, qui appartiendront tous à des cótés de la 
1"* sorte de A, ou de R;, seront correspondants deux à deux; enfin les 
sommets d'un méme cycle seront des points correspondants. Decoupons 
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maintenant la région R,+R, et replions-la en la déformant de telle facon 
que les points correspondants de son perimetre viennent se coller l’un 
contre l’autre. Le genre du groupe fuchsien sera par definition celui de 
la surface fermée ainsi obtenue. 

Soit encore 2” le nombre des côtés de la 1” sorte de ZA, y celui 
de ses cycles fermés; A, aura de méme 2» côtés de la 1° sorte et q 
cycles fermés. Supposons que nous ayons h côtés de la 2° sorte et par 
conséquent h cycles ouverts qui seront communs à À, et a R. 

teprenons la formule: 


F+S— A = 2 —-2p. 


Nous aurons Æ'— 2, car nous avons deux polygones À, et R,; nous 
aurons À — 2» + h, car nous avons x paires de côtés de la 1° sorte 
provenant de A, n paires de côtés de la 1** sorte provenant de À, et h 
côtés de la 2° sorte; enfin on aura S = 29 + h, puisque nous avons en 
tout 2g cycles fermés et h cycles ouverts. 

Il vient donc: 

NZZ 

Supposons par exemple que À, soit de la 3° famille, c'est à dire que 

tous ses sommets soient de la 3° catégorie. On a alors: 


el pm. 
Ainsi dans l'exemple V du $ 5, le genre est égal à 2. Comme second 
exemple, je prends un polygone À, dont la distribution des côtés est 
donnée par la formule suivante: 


(15, 24; 3) 
ou plus généralement: 


(10220 PT 25 2n 3 2) EIS ‚n.n+2; n +1) 


de telle sorte que le » + 1° cóté soit seul de la 2° sorte et que les cótés 
d'ordre m et 2» + 2 — m soient conjugués. 
On aura dans ce cas: 
gu n, 
d'ou 
R20: 
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$ 9. Simplification du Polygone Générateur. 


Nous avons vu au commencement du $ 5 que les regions R, ne sont 
pas complètement définies par cette condition que chacune d’elles ne 
contient qu'un seul point correspondant à un point z donné. Nous avons 
ensuite imposé à ces régions une condition de plus, celle de se réduire 
à des polygones curvilignes ayant pour côtés des arcs de cercle et des 
segments de X. Mais les régions R, ( ou polygones générateurs) ne sont 
pas encore par la complètement déterminées. En effet nous avons vu 
qu'on pouvait ajouter à À, une région quelconque S, a la condition d’en 
retrancher une région S, transformée de S, par une des substitutions du 
groupe fuchsien, et que la région ainsi obtenue À, + S, — S, pouvait 
servir de la méme facon que R, à engendrer ce groupe. Si les régions 
li, S, et S, sont contigués et si elles se réduisent toutes trois à des po- 
lygones normaux, c'est a dire dont les côtés sont des segments de X ou. 
des ares de cercle ayant leurs centres sur X, la région résultante R,+S,—S, 
est également un polygone normal. Il suit de là qu'un méme groupe 
fuchsien peut être engendré par une infinité de polygones générateurs À, 
et qu'on peut profiter de cette indetermination pour simplifier ce polygone. 

Voici comment peut s’effeetuer une pareille simplification. Joignons 
deux points A et B du périmetre de A, par un arc de cercle ayant son 
centre sur X, de facon à diviser ce polygone en deux autres S, et 7; 
considérons deux côtés conjugués CD et EF de RH, et supposons que CD 
appartienne tout entier au périmètre de S, et EF à celui de 7. Soit 
R, le polygone qui est limitrophe de A, le long de EF et supposons-le 
décomposé en deux polygones S, et 7, respectivement congruents à S, et 
T,. Le polygone R, = S, + T, pourra servir, aussi bien que R,, de po- 
lygone générateur pour le groupe fuchsien G. Il peut se faire que la 
considération de AR, soit plus avantageuse que celle de À,, ou bien encore 
qu'en faisant sur R, une opération analogue à celle qu'on vient de faire 
sur À,, on arrive à un polygone À, plus simple que les deux autres. 

Dans chaque cas particulier, on se laissera guider par les circon- 
stances du probléme, aussi ne veux-je pas insister plus longuement sur 
ce point. Je me bornerai à quelques exemples, en reprenant les notations 
dus: 


Theorie des groupes fuchsiens. 45 


1° Un polygone R, du système (16, 23, 45) peut toujours être ra- 
mené à un polygone du système (16, 25, 34). 

2° Un polygone du systeme (12, 34, 56, 78) peut toujours être ra- 
mene a un polygone du systeme (18, 27, 36, 45). 

3°- Un octogone du systeme (13, 24, 57, 68) peut toujours étre ra- 
mene a un octogone du systeme (15, 26, 37, 48). 

Quelles sont, dans cette transformation des polygones curvilignes FE; 
les propriétés de ce polygone qui demeurent invariables? 

1° La famille du polygone R, ne change pas, sauf une exception 
dont je parlerai plus loin. 

2° Son genre ne change pas non plus. 

3° Le nombre des cycles fermés de la 3° sous-catégorie ne varie pas. 

4° Il en est de méme du nombre des cycles fermés de la 4*"* sous- 
catégorie. 

5° Le nombre des cycles fermés de la 2° sous-catégorie ne varie pas 
non plus On a vu que la somme des angles correspondants aux divers 


\ 


sommets d'un pareil cycle était égale a p p étant un nombre entier 


supérieur à l'unité. La valeur de ce nombre p demeure également in- 
variable. 

6° On peut au contraire en général augmenter ou diminuer à vo- 
lonté le nombre des cycles fermés de la 1** sous-catégorie qui sont tels 
que la somme des angles qui correspondent à tous les sommets du cycle 
est égale à 27. 


$ 10. Isomorphisme. 


Nous avons vu au commencement du $ 3 qu'un groupe fuchsien H 
est isomorphe a un autre groupe fuchsien @ si le nombre des substitutions 
fondamentales est le méme et si de plus toutes les relations de la forme 
((6) $ 3] qui existent entre les substitutions de G, subsistent entre celles 
de H. Pour reconnaitre l’isomorphisme de deux groupes donnés, nous 
sommes donc amenés à chercher les relations de la forme [(6) $ 3] qui 
existent entre les substitutions d’un groupe donné et en particulier les 
relations fondamentales dont toutes les autres ne sont que des combinaisons. 

Nous avons vu au $ 3 qu'on obtenait les relations de la forme (6) 
de la manière suivante: on décrit à partir d'un point A intérieur à R, 
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un contour fermé quelconque AMA ne sortant pas de la région du plan 
située au dessus de X. Supposons que ce contour traverse successivement 
des régions R,, R,,, Ra, -..:..R;,_. et enfin une région R, se confondant 
avec A,, quil passe de la région R, , dans la région À; en franchissant 
un côté de R,;_, qui est l'homologue de celui des côtés de R, qui sert 
de frontière commune à cette région et à R,. Nous pourrons écrire la 


relation identique: 


> fee elles acere n c (Gri) ewes ] 


qui est de la forme (6) et on obtiendra de la sorte toutes les relations 
de cette forme. Mais si on ne veut écrire que les relations fondamentales, 
il ne sera pas nécessaire de décrire tous les contours AMA possibles; on 
se bornera aux contours infiniment petits qui enveloppent les sommets de 
R,. Envisageons donc successivement les divers sommets de R, et décri- 
vons autour de chacun d’eux un contour infinitésimal. Comme ce contour 
AMA ne devra pas sortir de la partie du plan située au dessus de X, 
on ne pourra décrire de semblable contour autour des sommets de R, 
qui sont situés sur cet axe X lui-même. Les seuls sommets du polygone 
R, que nous ayons à envisager sont donc des sommets de la 1° catégorie. 

Je suppose que les différents côtés de AR, solent numérotés de telle 
sorte qu'en suivant dans un sens convenable le périmètre de ce polygone 
on rencontre successivement les côtés C, C, C,,...... C,; q étant le 
nombre total des côtés; A, sera le sommet situé entre C, et C;; A, le 
sommet situé entre C, et C,; etc. En général A, sera le sommet situé 
entre C, , et C. Si C, est de la 1** sorte, la région limitrophe de R, 


i 


le long de C, s’appellera À, et la substitution fondamentale correspon- 
dante sera: 


2, fi ()]. 
Considérons l’un queleonque des sommets de la 1° catégorie que j'appelle 
A 
trouvera les autres sommets de ce cycle en appliquant la règle du $ 5. 


Ce sommet fera partie d'un certain cycle de la 1° catégorie; on 


&° 
Supposons que cette règle donne successivement les sommets: 


AA est. d 4, 


p 


et précisément dans cet ordre: Supposons que la somme des angles corre- 
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9 


TT 


spondants à ces sommets soit > À sera un nombre entier. Posons pour 
abréger: 
Ja (eyes Fh errans M CO ee oe 
ES SU «e E ol] 
F|F(z)) = F* (2) Eule) T (S S oe ee 
F[F3 (2) = P%(e). 


La relation fondamentale à laquelle conduira, d'aprés la règle exposée 
plus haut, un contour infinitésimal décrit autour de A, sera: 


Be INO). 


a 


Les sommets A,, A,,......A,, qui appartiennent au méme cycle 
que A, conduisent a la méme relation. Done: 

Le nombre des relations fondamentales qui existent entre les substitu- 
tions fondamentales d'un groupe fuchsien G, est précisément celui des cycles 
de la 1"* catégorie du polygone R, correspondant. 

Or les polygones des 2°, 3° et 4° familles n’admettent pas de cycle 
de cette catégorie. Done il n’y a aucune relation fondamentale entre les 
substitutions des groupes de ces familles, et les relations de la forme (6) 
que l'on pourrait trouver entre ces substitutions se réduisent toutes à des 
identités. 

Voici une premiére conséquence que l’on peut tirer de ce fait: tout 
groupe H dérivé de m substitutions fondamentales est isomorphe à un groupe 
fuchsien G de la 2°, de la 3° ou de la 4 familles, pourvu que ce groupe 
soit également dérivé de n substitutions fondamentales. En effet la premiere 
condition de l’isomorphisme qui exige que le nombre des substitutions 
fondamentales soit le même est remplie, et la seconde qui exige que toute 
relation entre les substitutions de @ subsiste entre celles de H est satisfaite 
d'elle-même puisqu'il n'existe pas de pareille relation. Seulement une 
distinction est à faire. S'il y a des relations de la forme (6) entre les 
substitutions de H, G n’est pas isomorphe à H et par conséquent l'iso- 
morphisme ‘est mériédrique. Si au contraire il n'y a pas de semblable 
relation, l’isomorphisme est réciproque et par conséquent holoedrique. Il 
en résulte que deux groupes fuchsiens de la 2°, de la 3° ou de la 4"* fa- 
milles sont holoèdriquement isomorphes pourvu que le nombre des substitutions 
fondamentales soit le méme, cest à dire pourvu que les deux polygones R, 
correspondants aient um même nombre de côtés de la 1" sorte. 
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Considérons maintenant deux polygones R, et R, quelconques, mais 
dont les côtés de la 1** et de la 2° sorte soient distribués de la méme 
maniere, de telle sorte qu'ils soient désignés par la méme formule, si on 
emploie la notation exposée au commencement du $ 7. Ces deux poly- 
gones appartiendront évidemment au méme genre et à la méme famille et 
le nombre de cycles, formés par les sommets des deux polygones, est le 
méme, de telle facon qu'à chaque cycle de A, corresponde un cycle de 
R, et réciproquement. D'ailleurs, à un cycle fermé du premier polygone, 
correspondra dans le second polygone un cycle également fermé. Si de 
plus la somme des angles de chaque cycle fermé de A, est la méme que 
la somme des angles du cycle correspondant de A,, les deux groupes 
fuchsiens engendrés par ces deux polygones seront holoédriquement iso- 
morphes. 


* 


$ 11. Formation effective des Groupes Fuchsiens. 


Un groupe fuchsien est complètement détérminé quand on connait 
ses substitutions fondamentales, qu'il suffit de combiner de toutes les 
maniéres possibles pour obtenir toutes les substitutions du groupe. Former 
un groupe fuchsien, c'est done calculer les coefficients de ses substitutions 
fondamentales. Ce probléme ne présente aucune difficulté. Supposons en 
effet que lon ait construit le polygone À, correspondant au groupe à 
former et que l'on ait caleulé les coordonnées et par conséquent les 
affixes de tous ses sommets. Les substitutions fondamentales cherchées 
sont celles qui changent chaque côté de la 1** sorte en son conjugué. 
Soit done a, et 7,0 les affixes des sommets de deux côtés conjugués 
de A, Supposons d'abord que les quantités a, f, 7, 9 soient toutes quatre 
imaginaires, de telle facon qu'aucun de ces sommets ne soit situé sur X. 
On devra avoir en appelant a’, 2", 7’, à' les quantités imaginaires conjuguées 
de Gnas 2000: 


] (a, B) = (7, 9) 
c'est à dire 





a—a 8—4£& r-r 0—9 
(1) E 0 2 7; vy y 
AIS IC a OO 


La substitution réelle qui change aß en ;9 est alors parfaitement 
déterminée; pour l'écrire en mettant en évidence la réalité des coëfficients, 
je poserai: 
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a— a + ta, A=, +18, T= nb JE’ ar i0, 


0 
TEN ; LE d P ae er Rn 
QS Gy Sa, B = (EA iB, RU UE à = 0, 10,. 


La substitution cherchée s’écrira alors: 


Az + B 
^ Ce E D 


ou: 
an — 94 s N 1 ahnen a N | 
dm ue d oe 8n 3 BEN BON Ta 
B, 0, zs B, à, à, 0 B, 0, zi [os à, P à, | 
€ pn T “NIT % 1 
C= B, à, 1 D — A, 0, cR 0, P, 1 
Bs 2, 0 Bd +8, B, 0 j 








Mais on peut faire encore deux hypotheses; supposons que a et 7 soient 
réels tandis que f et 9 restent imaginaires; la condition (1) n'a plus alors 
de raison d’être; la substitution réelle qui change a en jd est encore 
parfaitement déterminée et elle s'écrit 


Az + B 
d cen 
€s + Dy’ 
les coöfficients A, B, C, D ont la méme expression que plus haut, mais 
il faut remarquer que a, et 7, sont nuls. 
Supposons maintenant que les quatre quantités a, A, 7, 9 soient 


réelles, la substitution qui change a3 en 70 ne sera plus déterminée. 
Dans l'expression de ses coëfficients entrera un paramètre arbitraire h. 


, 4+B 
"Cg + D 


et les coéfficients A, B, C, D auront pour expression: 


Elle s’écrira 


Cap ae N (OE 

A= |fo à 1 B=(/f6 Bo 
jh 0 0 h —1 0 
DA yea 

C= Bol iD hom peel 
—100 h —1 0 








- 


Acta mathematica. I. 
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Les quantités réelles a, f y, à pour pouvoir être les sommets d'un 
polygone R, sont assujetties à l'inégalité: 


| 1 1 | 1 1 | 
= (|, — —_, _ |<0 
O— u r—allöo—a P—a 


Quant à h, cest un paramètre arbitraire qui est supposé réel et 





\ 


assujetti à l'inégalité: 
(r + h)(0 +h) (9 — pr) (B — a) > 0. 


Ainsi quand on connait les affixes des sommets de R, qui exprime 
que le déterminant AD—BC est positif, on peut calculer les coëfficients 
des substitutions fondamentales de G. Il s’agit done de choisir ces affixes 
de telle facon que le polygone R, satisfasse aux conditions du $ 6 qui 
sont nécessaires pour qu'il donne naissance à un groupe fuchsien. C’est 
la un probléme purement algébrique et qui ne présente aucune difficulté. 
La grande variété des cas possibles ne me permettra pas de les examiner 
tous en détail ce qui m'entrainerait à des répétitions et à des longueurs 
inutiles. Je me bornerai donc à envisager quelques exemples. 


1* EXEMPLE. 

Cherchons d'abord à former les groupes fuchsiens de la 3"* famille 
dérivés de » substitutions fondamentales. Le polygone À, correspondant 
aura 9» côtés de la 1** sorte et 2» de la 2"*. Pour déterminer com- 
plétement un pareil polygone, il faut s'imposer arbitrairement 4» condi- 
tions. Mais nous avons vu au $ 9 qu'un méme groupe G peut être 
engendré par une infinité de polygones R,. Si l'on tient compte de cette 
circonstance, on reconnaitra aisément que pour déterminer complétement 
le groupe de la 3"* famille dérivé de » substitutions fondamentales, il 
faut s'imposer arbitrairement 3» conditions. Or c'est là précisément le 
nombre total des coëfficients de » substitutions réelles quelconques. Il 
ne s'en suit pas qu'il suffise de prendre au hasard » substitutions réelles 
pour que le groupe qui en dérive soit un groupe fuchsien de la 3"* fa- 
mille; mais les coefficients de ces substitutions me seront assujettis à aucune 
condition d'égalité; ils devront seulement satisfaire à certaines inégalités. 

Quelles sont ces inégalités? tel est le probléme qu'il nous reste à 
résoudre. On trouve d'abord sans peine que toutes les substitutions 
doivent étre hyperboliques et par conséquent leurs points doubles doivent 


~ 
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étre réels et situés sur X. On peut énoncer un résultat général au sujet 
de la distribution de ces points doubles sur X. En effet, considérons deux 
côtés conjugués ab et cd de R, et supposons qu'ils soient de la 1° sorte 
et appartiennent à la méme paire. Supposons de plus pour fixer les 
idées que le point oo fasse partie de A, de telle facon que ce polygone 
soit la région du plan située au dessus de X et extérieure aux différents 
cercles qui forment ses côtés de la 1° sorte. Si cela n'était pas, on 
ferait un changement convenable de la variable. Il y aura une substi- 
tution. fondamentale qui changera ab en cd et ses deux points doubles 
seront situés l'un sur le segment ab de X, l'autre sur le segment cd. 

Pour pousser plus loin l'étude des inégalités qui ont lieu entre les 
coëfficients des substitutions fondamentales d'un groupe de la 3"* famille, 
je vais prendre un exemple particulier, à savoir l'octogone de l'exemple 
V du $ 5. La méthode que j'emploierai s'étendrait d'ailleurs au cas le 
plus général. 

Les deux substitutions fondamentales changent AB en DC et EF en 
HG.  Considérons d'abord la substitution S qui change AB en DC; ses 
deux points doubles M et N sont situés respectivement sur les segments 
AB et CD de l'axe X. Décrivons un cercle sur AN comme diamètre, 
et envisageons le triangle curviligne ABN; envisageons également le cercle 
décrit sur DN comme diametre et le triangle curviligne DON; la substi- 
tution S changera le triangle ABN en DON; nous pouvons done en vertu 
des principes du $ 9 remplacer l’octogone R, = ABCDEFGH par Vhep- 
tagone A, = ANDEFGH.  Envisageons de méme la substitution S, qui 
change EF en HG et ses deux points doubles M, et N, situés l'un sur 
le segment EF, l’autre sur le segment GH. Par un raisonnement tout 
semblable à celui qui précède, on verrait que l'on peut remplacer l'hep- 
tagone R, par l'hexagone R, = ANDEN,H. Remarquons que Z est de 
la 4* famille et du 2"* ordre de cette famille, tandis que H, était de la 
3™ famille. C'est là l'exception que j'avais annoncée aux principes du 
§ 9; on peut simplifier le polygone générateur À, de facon à ramener 
un polygone de la 3"* à un polygone du 2"* ordre de la 4"* ou méme 
de la 2"* familles; mais jamais à un polygone du 1* ordre de la 4"* 
ou de la 2"* familles. Envisageons maintenant l'opération S, qui consiste 
à faire d'abord la substitution S, puis la substitution inverse de S,. La 
substitution S change AN en DN, et la substitution inverse de 5, change 
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DN en un certain cercle PQ intérieur à N, H. La substitution S, change 
done AN en PQ et ses deux points doubles N, et M, sont situés, l'un sur 
le segment AN, l'autre sur le segment PQ. La substitution S change N, 
en un certain point N,; la substitution S, devra changer aussi N, en N,; 
N, est donc situé sur le segment N, E. Décrivons des cercles sur N,N, 
N,N, N,N, NN, comme di- 
ametres; la substitution S - 
change N, N en N, N, N,N, en 
N, N, et cela nous permet en 
vertu des principes du $ 9 de 
remplacer l'octogone R, par 
le quadrilatére R, — N, N;NN,. 
Ce quadrilatére est de la 2™ famille et du 2™° ordre de cette famille. 

Nous allons maintenant pouvoir trouver les inégalités qui ont lieu 








entre les coëfficients de S et de §,; on peut toujours supposer que les 


points doubles de S, sont 0 et oo de telle sorte que 
N,—0 M, — co 


car si cette condition n'était pas remplie, il suffirait d'un changement trés 
simple de variable pour être ramené au cas où l'on a N, — 0, M, = cx. 
Les deux substitutions s'écrivent alors: 


IS (: zu) SE Ji) 


K est essentiellement positif et plus grand que 1. De plus on peut tou- 
jours supposer que c est positif sans quoi on changerait tous les signes 
des quatre quantités a, b, c, d. Les points M et N sont les points doubles 
de S et par conséquent les racines de l'équation: 


(1) cg + (d — a)z — b = 0. 


Les points M, et N, sont les points doubles de la substitution 


az + b 
^ K (cz + d) 


ou les racines de l'équation: 
| 
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Le point N, et un autre point M, sont les points doubles de la 


substitution 
_ az + bk 
D cz + dk 


(3) cz’ + (dK — a)g — b K = 0. 


et les racines de l'équation: 


L'inspection de la figure montre que les quantités M, N, M,, N, M,, 
N, sont toutes réelles et de méme signe; positives par exemple; d'ou les 
relations: 


bo (d — a)’ + 4be > 0 a d 
= <0 (dk — a) + 4Kbe > 0 a>dK 
bK — 0 (dK — a)’ + 4Kbe > 0 a > dK 


qui se réduisent à: 


bo a > dK (a + d) > 4 a > d 
(= "pad VK) > 4 
VE- 


en tenant compte de 

ad —be = 1. 
Exprimons maintenant que M, et N, sont plus petits et que M, et N, 
sont plus grands que M et N. On trouve ainsi les conditions: 


b<0 a* + be > 1 > d? + be 


b<0 tie <iI<@Ktbe a—dK >a—d>.—d. 


Toutes ces conditions se réduisent aux suivantes: 


a > 0 2 dee (0) d < 0 0-51 035519 


STR. 9 
VA 


Cette méthode s'applique à tous les groupes fuchsiens de la 3"* famille. 
On peut toujours par ce procédé ramener le polygone A, à un polygone 
du 2° ordre de la 2™° famille. Les sommets de ce nouveau polygone 
seront connus car ce seront les points doubles des substitutions fondamen- 
tales ou de quelques-unes de leurs combinaisons. Pour trouver les iné- 
galités cherchées, il suffit d'exprimer que ces sommets sont disposés d'une 
certaine maniére. 
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27 EXEMPLE. 


Nous prendrons pour deuxième exemple les groupes de la 1** fa- 
mille et du genre 0 et, pour particulariser encore, nous choisirons l'hexa- 
gone ABCDEF de l'exemple II du $ 7. 


Nous avons ici trois substitutions. fondamentales: 


S, qui change Ab en AF 
S, qui change BC en FE 
S, qui change CD en ED. 


Nous envisagerons en outre: 


S, combinaison de S, et de 5S, pris en sens contraire 


S. combinaison de S, et de S, pris en sens contraire. 


On peut considérer le groupe comme dérivé de S,, S, et S. 


Soient a, b, c, d les affixes des points A, B, C, D; a’, U', c', d' leurs 
quantités imaginaires conjuguées; a, f, 7, 0 les angles A, B+ F, C 4+ E, 
D qui sont des parties aliquotes de 2z. Les substitutions S,, S,, S, et 


S, s'écriront: 
2L pan 
hd 
2—b"’ z—b 


2—c „2 —C 2—.d .2—4d 
DUE EET — 75, e9 |. 
z—c" 2— 0 z—d z—d 


Exprimons que la combinaison des quatre substitutions S,, S,, S,, S, 











faites successivement équivaut à la substitution identique (2, 2); nous arri- 
verons à trois relations entre a, b, c, d, a, A, y, 0. 

Supposons ces relations satisfaites. Suffiront-elles pour que le groupe 
dérivé des substitutions S,, S,, S, soit discontinu? Non, il faudra encore 
que les points A, B, C, D puissent former quatre sommets d'un hexagone 


ABCDEF ou les angles: 

A B+F=ß GENRES na 
Considérons les angles curvilignes du quadrilatére ABCD obtenu en joignant 
les quatre points A, B, C, D par des ares de cercle ayant leurs centres sur 
X. Il faut que les quatre angles A, D, C, D de ce quadrilatere soient 
respectivement plus petits que a, A, 7, 9; d'ou les inégalités: 


Theorie des groupes fuchsiens. 55 


OS er S 
a—b d—b 
ee < 
(2) b—cd—c 
0 = arg. DUET EET = 2 
c—d a — d À 
Se ler UT «o 


Comment reconnaitrons-nous maintenant si trois substitutions données S,, 
S, S, peuvent être considérées comme les substitutions fondamentales 
d'un groupe fuchsien analogue à celui qui nous oceupe. On formera la 
substitution S,, combinaison de la substitution inverse de S,, de l'inverse 
de S,, et de l'inverse de S, faites successivement. On calculera les points 
doubles a, a’; b, b’; c, c'; d, d' de ces quatre substitutions et leurs mul- 
tiplicateurs e^, e?, e”, e?, Deux conditions devront étre remplies: 1° a, 
f, 7, © devront étre parties aliquotes de 27; 2" les quantités a, a’, 5, U’, 


ia. 


€, €, d, d', a, f, y, 9 devront satisfaire aux inégalités (2). 


3* EXEMPLE. 


Nous prendrons pour troisième exemple les groupes de la 2° famille, 
du 1* ordre et du genre 0; et parmi ces groupes, nous choisirons encore 
e ? e , 
celui qui est engendré par lhexagone A,— ABCDEF considéré dans 
lexemple II du $ 7. Seulement ici cet hexagone devant étre de la 2* 
famille, tous ses sommets seront sur X. Nous envisagerons, comme dans 

, 5 , 
l'exemple précédent, les substitutions: 


S, qui change AB en AF 
S, qui change BC en FE 
qui change DC en DE 
S, combinaison de S, et de l'inverse de 5, 


S. combinaison de S, et de l'inverse de S. 


Solent a, b, c, d, e, f les affixes des sommets de R,; ces quantités seront 

9 Us 06, Wy Cy ; 1 

essentiellement réelles. Les substitutions S,, S,, S, et S, devront être para- 

boliques puisque le groupe est supposé du 1” ordre, et elles s’écriront: 
| 5 ? 
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q — 2 1 xd cH 
SIT No f—a b—a 
go wi 1 3: 1 1 
Es e Dem cum poop 
3 1 1 1 1 
S. — 

n (m + ==) 


Ses melon ce ge hie! 
E x d ssl uc wem n mg 


ou h et k sont deux quantités définies par les équations 


1 1 1 1 
don genen 
1 1 1 1 
TU ET ea re 








Quelles sont maintenant les conditions pour que les trois substitutions S,, 
S,, S, donnent naissance à un groupe fuchsien? Il faut que les six quantités 
d, b, c, d, e, f se succèdent précisément dans cet ordre circulaire, ou bien 
dans lordre inverse de sorte qu'on doit avoir: 


1 1 1 1 1 
(3) mpi 





DE e—a f—a 
ou bien 
1 i 1 1 1 


> : . 
b —a^ c—a^ d—a^ e—a^ f —a 








Exprimons maintenant que la combinaison des substitutions S,, S,, S,, S, 
équivaut à la substitution identique, il viendra: 


(4) (b — a) (d — e) (f — e) = (ce — t) (e — d) (a — f). 


REMARQUE. 

Dans les deux exemples qui précédent, il est peut-étre avantageux 
d'envisager, non l'hexagone ABCDEF de l'exemple II du $ 7, qui serait 
noté (16, 25, 34), mais l'hexagone noté (12, 34, 56) qui lui est équivalent 
d’après ce qu'on a vu au § 9. 

Soit ABCDEF cet hexagone, les côtés AB et BC, CD et DE, EF 


et FA seront conjugués. Envisageons les substitutions: 


or 
+ 
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S, qui change BA en BC 
S, qui change DC en DE 
S, qui change FE en FA 
combinaison de S,, S, et S,. 
Ces quatre substitutions seront elliptiques et leurs multiplicateurs seront 
€^, e?, e”, &?: a, B, y, © étans des parties aliquotes de 27. 

D sera l’un des points doubles de Sj, D l’un des points doubles de 
S, F lun des points doubles de S,, A l’un des points doubles de S,; 
quant aux autres points doubles de ces substitutions, ce seront respective- 
ment les quantités imaginaires conjuguées de D, D, F, A; C sera le trans- 
formé de A par S|, E celui de C par S, Pour que le groupe dérivé 
de S, S, S, soit discontinu, il suffit que l'hexagone curviligne normal 
ABCDEF soit convexe; d'ou les conditions: 





ebay d—bf—b = 
arg. 7 y TEN b a 
3 nS acid [er 
(5) er mir < o 
UU BR rs H 
arg. 77 F d 7 Fe 


Pour reconnaitre si le groupe dérivé de S$,, S,, S, est discontinu, on cal- 
culera les points doubles a, a’, b, b, e, c', d, d', et les multiplicateurs 
€", ef, ev, e? de S, S, S, et de leur combinaison S, et on recherchera 
si ces quantités satisfont aux inégalités (5) et si a, A, 7, 9 sont des parties 
aliquotes de 27. 

Supposons maintenant que l'hexagone abedef ne. soit plus de la 1”, 
mais de la 2° famille et du 1” ordre de cette famille, de telle facon 
que les quantités abcdef soient réelles. Ces quantités devront satisfaire 
aux inégalités (3), pour que l’hexagone abcdef soit convexe. Les substitu- 
tions S, S, S, sécriront: 











Si nous exprimons que la combinaison 5, de Sj, S, S, est une sub- 
stitution parabolique, nous trouverons que les quantités abedef satisfont 
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à légalité (4). Cette égalité jointe aux inégalités (3) est la condition pour 
que le groupe dérivé de S, S, S, soit discontinu. 


4* EXEMPLE. 


Comme 4° exemple nous prendrons un quadrilatere abcd, dont les 
P | , 


^ 


côtés opposés ab, cd et be, da sont conjugués; les quatre sommets 


forment un seul cycle et la somme des angles Y est une partie aliquote 
de 27. Ce quadrilatére engendre un groupe de la 1** famille et du genre 
l. Joignons deux sommets opposés dd par un arc de cercle ayant son 
centre sur X. Nous obtiendrons ainsi un triangle abd sur les cótés 
duquel nous marquerons trois points a, A, 7, le premier sur bd, le second 
sur da, le troisieme sur ab et de telle facon que: 


(,«)— (m d) (d f—(&a @)=(%,9. 


Il existera alors une substitution S, qui change ab en ad, une autre $, 
qui change Ad en fa et une autre S, qui change ya en yb; toutes trois 
auront pour multiplicateur — 1. Le groupe dérivé de S, S, S, sera 
discontinu et aura pour polygone générateur l'hexagone badßay dont les 
côtés ba, ad; dA, Ba; ay, yb sont conjugués et situés dans le prolongement 
l'un de l’autre. C'est done un cas particulier des groupes engendrés par 
un hexagone abcdef et étudiés dans la remarque relative à l'exemple 
précédent. 

Les substitutions fondamentales du groupe engendré par le quadrilatére 
abed, sont S, qui change ab en de et S, qui change be en ad, et il est 
aisé de voir que S, est la combinaison de S, et de S,; S, est la combi- 
naison de S, et de S,; d'ou la règle suivante pour former tous les groupes 
fuchsiens dérivés d'un quadrilatére tel que abed: 

On prendra trois substitutions S,, S, S, de multiplicateur — 1 et 
satisfaisant aux conditions énoncées dans la remarque relative à l'exemple 
précédent; on combinera S, et S, ainsi que S, et S, et on aura les sub- 
stitutions fondamentales du groupe cherché. 


$ 12. Généralisation. 


Jusqu'ici nous avons supposé que toutes les substitutions étaient réelles; 
mais une premiére généralisation peut être faite immédiatement. 


Cx 
e 
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Soit 
b 
(1) (» zia) 


une substitution réelle quelconque; et faisons-lui correspondre la substitution: 


CUu S E 
" az + 8 “rd i 
(2) x +09 a+b 


Le + d 





+0 


où a, 3, y; 0 sont des constantes imaginaires quelconques. Supposons que 
nous donnions à a, f, 7, 9 des valeurs fixes et que l'on fasse parcourir 
aux quatre quantités a, b, c, d toutes les valeurs réelles telles que ad—be=1. 
Il est clair que les substitutions (2) formeront un groupe; et ce groupe 
jouira des propriétés suivantes: 

1° Ses substitutions n'altéreront pas le cercle dont l'équation est: 
a+ß_ 


= 0 
72 + 0 


partie imaginaire de 

et que j'appellerai cercle fondamental. 

2° Le transformé d'un point z par une des substitutions (2) sera in- 
terieur ou extérieur au cercle fondamental selon que le point z sera lui- 
méme intérieur ou extérieur à ce cercle. : 

Nous supposerons par exemple que si z est au-dessus de X, le point 
az + B ase : 
EPA intérieur au cercle fondamental. 
Supposons maintenant que l'on égale successivement les coefficients 
de (1) à ceux des diverses substitutions d'un groupe fuchsien G. On 


obtiendra ainsi une infinité de substitutions (2) qui formeront un groupe 





G', et ce groupe sera évidemment discontinu. A ce groupe G correspondra 
une décomposition de la partie du plan située au-dessus de X en une in- 
finité de polygones normaux R, R,,...... 1 tous congruents entre eux. 
Supposons que z parcoure l'un de ces polygones R, dont les cótés sont on 
la vu, ou bien des segments de X ou bien des arcs de cercle ayant leurs 


/ Are "fal 
x parcourra de son cóté un certain polygone 


S, dont les cótés seront, ou bien des arcs du cercle fondamental, ou bien 


- scm 
centres sur X; le point — 5 
/ 


des ares de circonférence coupant orthogonalement ce cercle. 
Ainsi de méme qu'au groupe G correspondait une division de la 
partie du plan située au-dessus de X en une infinitó de polygones nor- 
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maux congruents; de méme au groupe G' correspondra une division de 
l'intérieur du cercle fondamental en une infinité de polygones normaux 
congruents, à la condition d'adopter les dénominations suivantes: 

Un polygone normal est un polygone eurviligne dont les côtés sont 
des ares du cercle fondamental ou bien des ares de circonférence coupant 
orthogonalement ce cercle. 

Deux figures seront congruentes si l'on passe de l'une à l'autre par 
une substitution telle que (2), c'est-à-dire par une substitution qui conserve 
le cercle fondamental. Tout ce qu'on a dit de la distribution des côtés en 
paires et des sommets en cycles, et de la classification des polygones nor- 
maux en familles, en ordres et en genres, reste vrai comme dans le cas 
partieulier auquel nous nous étions restreints jusqu'ici. 

Quelles seront maintenant les conditions pour qu'un polygone normal 
donne naissance à un groupe discontinu G'? Ce seront les mémes conditions 
que nous avons trouvées dans le cas particulier des groupes de substitutions 
réelles, mais l'énoncé de ces conditions doit étre convenablement modifié. 

1° La somme des angles des divers sommets correspondants à un 
méme cycle doit être une partie aliquote de 2x. 

2* Si ab et cd. sont deux cótés conjuguós; on devra avoir comme 
dans le cas des substitutions réelles: 

e mm c—de—d. 

a Be ei 
mais a’, /, c, d' ne désigneront plus les quantités imaginaires conjuguées 
de a, b, c, d, mais les symétriques de a, b, c, d par rapport au cercle 
fondamental (voir la définition du $ 7). En d'autres termes si « est le 
centre du cercle fondamental et p son rayon: 
p 


q——4 


, 


«= u + imaginaire conjuguée de 





et de méme pour /', c', d. 

Nous appellerons groupes fuchsiens les groupes discontinus tels que @'; 
car ils ne différent pas essentiellement des groupes de substitutions réelles 
et nous réserverons le nom de groupes Kleindens à ceux des groupes dont 
les substitutions ne conservent pas un méme cercle fondamental. Nous 
ferons de ces groupes l'objet d'un mémoire spécial. i 

Les particularités qui peuvent se présenter sont les mémes que pour 
les groupes correspondants de substitutions réelles; 
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Si le polygone générateur A, est du 2° ordre de la 2°, de la 4°, de 
la 6° ou de la 7° familles, l'ensemble des polygones Z ne recouvrira pas 
tout l’intérieur du cerele fondamental mais l'intérieur d'un certain domaine 
limité par une infinité de circonférences coupant orthogonalement ce cercle. 

Si le polygone A, est de la 3°, de la 4°, de la 5° ou de la 7° fa- 
milles, il a des côtés de la 2° sorte. Nous avons vu au commencement 
du § 8 que dans ce cas il y a avantage à adjoindre à chaque polygone 
I, son symétrique A’, par rapport à X; de telle facon que le plan tout 
entier se trouve divisé, en une infinité de régions À, + KR’, limitées par une 
ou plusieurs périphéries séparées. Dans le cas qui nous occupe maintenant, 
nous adjoindrons à chaque polygone R, son symétrique A’, par rapport 
au. cercle fondamental, de telle facon que le plan tout entier va se trouver 
encore divisé en une infinité de régions À, + A. 

Laissons de côté pour le moment les régions que nous venons d'ap- 
peler AÀ' et ne nous occupons que des polygones À, eux-mêmes. La 
somme des surfaces de ces.polygones, tous intérieurs au cercle fondamental, 


i 


sera finie, ce qui est trés important au point de vue des applications 
ultérieures. Il y aurait exception lorsque le cercle fondamental se réduit 
à une droite ce qui arrive en particulier dans le cas des groupes de 
substitutions réelles; mais comme on l'a vu au commencement de ce pa- 
ragraphe, un changement linéaire de variable suffirait pour ramener au 
cas général. 

Dans mes travaux ultérieurs, je supposerai pour fixer les idées que 
le cercle fondamental a pour centre l'origine et pour rayon l'unité. Si 
l'on n'était pas placé dans ce cas, un changement trés-simple de variable 
y ramenerait aisément. | 


$ 13. Historique. 


Le premier exemple de groupe discontinu formé de substitutions liné- 
aires est celui que l'on rencontre en étudiant le module Æ d'une fonction 
elliptique (notation habituelle) ou le module J (notation de M. Klein) 
considérés comme fonctions du rapport des périodes. M. Hermite a fait 
une étude approfondie de cette sorte de transcendante et, en montrant qu'elle 
était uniforme, il faisait voir du méme coup que le groupe correspondant 
était discontinu. 

Les fonctions k et J ont été dans la suite, ainsi que le groupe dis- 
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continu correspondant, étudiées par MM. Dedekind, Fuchs et Klein et plus 
récemment par M. Hurwitz Nous citerons en particulier les importants 
travaux de M. Klein que l'on trouve dans les Mathematische Annalen et un 
remarquable mémoire de M. Fuchs inséré au Tome 83 du Journal de Crelle. 

Il est évident qu'un groupe quelconque @ en contient une infinité 
d'autres qui seront tous discontinus, si le groupe @ l'est lui-même; de 
sorte que la connaissance d'un seul groupe discontinu permet d'en former 
tres-aisement une infinité d'autres. C’est cette remarque qui est le point 
de départ des belles recherches de M. Klein sur: la transformation des 
fonctions elliptiques et sur les fonctions modulaires en général. 

Outre ces groupes contenus dans le groupe modulaire dont la dis- 
continuité était évidente, il y a encore un autre groupe dont la disconti- 
nuité avait été remarquée par M. Schwarz dans un mémoire inséré au 
Tome 75 du Journal de Crelle; c'est l'exemple I du $ 7. C'était la premiere 
fois qu'on arrivait à un pareil résultat sans prendre pour point de départ 
la théorie des fonctions elliptiques. Enfin M: Fuchs reprit une question 
analogue dans des travaux insérés au Tome 89 du Journal de Crelle 
et dans les Actes de la Société de Göttingen. Bien que les groupes 
étudiés dans ce dernier travail se ramenassent tous à des groupes déja 
connus, c'est la lecture de ce remarquable mémoire qui m'a guidé dans 
mes premieres recherches et qui m'a permis de trouver la loi de généra- 
tion des groupes fuchsiens et d'en donner une démonstration rigoureuse. 

Je lai donnée d'abord dans un mémoire que jeus lhonneur de 
soumettre au jugement de l'Académie des Sciences dans le concours pour 
le Grand Prix des Sciences Mathématiques du 1” Juin 1880 et j'ai 
poursuivi l'étude des groupes dans une série de travaux insérés aux Comptes 
Rendus de l'année 1881. 

Le mode de représentation que j'ai employé, c'est à dire la division 
d'une portion du plan en une infinité de polygones curvilignes, peut étre 


générales d'un groupe; c'es tce que 


c 


trés utile pour l'étude des propriétés 
jai cherché à faire voir. Aux géometres qui désireraient poursuivre dans 
cet ordre d'idées l'étude d'un groupe fuchsien ou de tout autre groupe, 
je recommanderai la lecture de l'Habilitationsschrift de M. Walther Dyck 
de l’université de Leipzig, qui emploie un mode de représentation analogue 
et en fait ressortir les nombreux avantages. 


D 





ZUR THEORIE DER LEIBRENTEN. 
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C. J. MALMSTEN. 


Bezeichnungen. 


(2) Wiar;ö): die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person, welche 
„ten 


gegenwärtig das Alter x, hat, am Ende des à 
der von jetzt an gezählten Jahre noch lebt. 


(ar We 


v,,..%,;,%); die Wahrscheinlichkeit, dass n Personen, welche 


1? 
gegenwärtig respective das Alter ©, %,,...% 


haben, am Ende des i" der von jetzt an gezähl- 


n 


ten Jahre alle noch leben. 


Hier und überhaupt im Folgenden wird vor- 
ausgesetzt, dass für alle Personen eine und die- 
selbe Lebenstabelle gilt. 


(3) "We, z,,..«, ; i): die Wahrscheinliehkeit, dass von n Personen, welche 
gegenwärtig respective das Alter z,, «,,..a, haben, 
am Ende des i" de jetzt eezählten Jahre 
am Ende des +" der von jetzt an gezählten Jahre 
wenigstens v Personen noch leben. 


(4) Pa, 2%, %,..2,): der gegenwärtige Werth einer Lebensrente, die 
mit 1 Mark an jedem solchen Jahresschlusse aus- 
bezahlt werden soll, an welchem n bestimmte 
Personen, die gegenwärtig respective das Alter 
2, £,....¢, haben, alle noch leben. 
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z,...2,) der gegenwärtige Werth einer Lebensrente, die 
mit 1 Mark an jedem solchen Jahresschlusse aus- 
bezahlt werden soll, an welchem von » bestimm- 
ten Personen, die gegenwärtig respective das Alter 
di 


^. %,,..%, haben, wenigstens v Personen noch 


leben. 





Sl. 

In der Darstellung des Gegenstandes dieses Aufsatzes werden wir 
einen- Lehrsatz benutzen, auf den wir, um nachher nicht die Reihenfolge 
in der Entwickelung zu unterbrechen, gleich zu Anfang die Aufmerksam- 
keit lenken wollen. Dieser Satz lautet so: 

Es möge W (i) die Wahrscheinlichkeit bezeichnen, dass ein gewisser Zu- 
stand bis zum Schluss des i" Jahres stattfindet; ferner mögen 


(6) DO EL ar 


die Wahrscheinlichkeiten bezeichnen, dass gewisse andere beziehungsweise Zu- 
stände bis zum Schluss desselben i" Jahres stattfinden; endlich mögen 


Ps oP ig PX. Die fete 


die gegenwärtigen Werthe von den Jahresrenten bezeichnen, welche jede mit 
1 Mark an jedem solchen Jahresschlusse ausbezahlt werden sollen, an welchem 
die resp. Zustände noch stattfinden, die den zu Eingang dieses Satzes und 
unter (6) genannten Wahrscheinlichkeiten entsprechen. Ist nun 


(7) W (2) = a, w, (1) + a, w, (2) +a,w, (2) +. ete. 
so ist auch 
(8) P= a, P, + a, P, + a, P, +... ete. 


Der Beweis folgt daraus, dass nach der Definition einer Jahresrente all- 
gemein die Formel 
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ay wy, (2) E. Procentzahl 
BE = > Fr , L = 1 + ^ 100 


gilt, mit deren Anwendung man die Gleichung (8) aus (7) unmittelbar erhält. 








us 
bo 


Fiir alle Lebensrenten- und Lebensversicherungs-Fragen, bei welchen 
das Leben nur eines Einzigen in Betracht kommt, ist es der Werth der 
einfachen Lebensrente, der vor Allem als bekannt vorausgesetzt wird; und 
die Lösung eines dahingehörenden Problems wird als gefunden betrachtet, 
wenn man einen Ausdruck hergestellt hat, der neben andern bekannten 
Grössen nur die einfache Lebensrente enthält. 

Dieselbe Rolle, welche die einfache Lebensrente einnimmt, wenn es 
sich um ein einzelnes Leben handelt, behauptet nun die (unter 4 der Be- 
zeichnungen definirte) Function P(r,, &,,..x,) bei den auf verbundene 
oder combinirte Leben sich beziehenden Fragen. 

Auch hier wird eine Lösung als gefunden betrachtet, sobald man 
einen Ausdruck aufgestellt hat, welcher allein Lebensrenten von der Art 
wie P(@,, %,,.:%,) enthält. 

Das Problem, mit dessen Lösung wir uns hier in dieser kleinen Ab- 
handlung beschäftigen werden, ist von einer so umfassenden Allgemeinheit, 
dass darin die Lösung einer grossen Menge von Fragen inclusive liegt, 
welche die Lebensrenten für combinirte Leben betreffen. 

Dies Problem ist das folgende: 

Den Werth von 


"D (+ 5 z 
uf; (@,, 9,,.. 5) 


zu bestimmen, nemlich (wie in Nr 5 der Bezeichnungen) den gegemvärtigen 
Werth von einer Lebensrente, welche mit 1 Mark an einem jeden solchen 
Jahresschlusse ausbezahlt werden soll, an welchem von n bestimmten Personen, 
die gegenwärtig respective das Alter x,, @,,..x, haben, wenigstens v Per- 
sonen. noch leben. 
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Wir werden nun zuerst (Nr 3) 
NÄHER nace a) 


zu bestimmen suchen, nemlich die Wahrscheinlichkeit, dass von n bestimm- 
ten Personen, welche gegenwärtig das Alter x, , 7,,.. x, haben, am Schlusse 
des i" der von jetzt an gezählten Jahre, wenigstens v Personen noch 
leben. 

Offenbar ist diese Wahrscheinlichkeit gleich 

der Wahrscheinlichkeit dass n Personen leben und 0 _ todt ist 


+ d:o » n— | » » » 1 » » 
+ d:o » n—2 » » » 2 » sind 
ES d:o » k » » DEB. Las; 
+ d:o » v » » D N—v » » 


Mit Hülfe der Bezeichnungen (1) wird nun die Wahrscheinlichkeit, dass 
gerade diejenigen & Personen, welche gegenwärtig das Alter z,, r,,.. 7, 


‚ten 


haben, noch den i" Jahressehluss erleben, dass aber daun die übrigen 


n — k Personen gestorben sind, durch 


W (x, 5%). W(x, 38)... W (2353) (1 — W (2353) -(L— W (i45; 0) (1 — W (2,5) 


1 35 


ausgedrückt, und folglich die Wahrscheinlichkeit, dass irgendwelche & Per- 
sonen unter den # Personen, die gegenwärtig das Alter z,, 7,,.. x, haben, 
ten 


noch den i" Jahresschluss erleben, während die übrigen # — X Personen 
gestorben sind, durch 


> W (z,;2). W(2,;2) ..W (2; 2) . (Y — W (2435; 2)) . (1— W(z425;2)) .. (1— W(a;i) 


worin mit W die Summe aller derjenigen Ausdrücke bezeichnet ist, 


welche man erhält, wenn man in dem Producte unter dem Summations- 
zeichen alle möglichen A-gliedrigen Combinationen ohne Wiederholung 
und ohne Versetzung der Grössen x, , z,,.. 7, ausführt. 

Wir finden demnach ohne Schwierigkeit für die gesuchte Wahrschein- 


lichkeit (3) folgenden Ausdruck: 
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(9) I er) > 

k=n 
T Iie à Wa Wía, i WO : EE TEM 
= py 2 Wn). (v, 52) .. . Wait) (War; 2) (1— Wanye; t))... (1. — Way 32). 

k=v 
Nun ist klar, dass der Ausdruck auf der zweiten Seite dieser Gleichung 
symmetrisch in Bezug auf x,,®,..x, sein, und aus Gliedern von der Form 


KENN (es te, eel (o 3.2) 


bestehen muss, worin 


2, = einem noch zu bestimmenden Zahlenfactor wird, und 


DLR OA EHEN) oo LUE) 


in Übereinstimmung mit dem zuvor Gesagten die Summe aller s-gliedrigen 
Producte, welche man aus 
W (@, 51), We, ;1),.. Was ;1).. Wan ; 2) 
bilden kann. 
Wir haben also gefunden 
sen 
(10) PW (Gg e Gag oe Hp 8 0) = N | 2 > URS Oc WAGES RO reco LU emo 0) 


$—v 


oder, wenn wir 
vick-p "statt 's und 2, (vo) ‘stati: 2,4, 
emführen: 


p-n—v 


(10a) A (a, > os Vn 5 1) = S gp (v) D W (a, 51). W (@, OA (v.p ; 7) 


p=0 
und mit Benutzung der Bezeichnung (2) 
UP (2s 80) o WAG, 8 0) ooo. Pre (Cet) 


folglich auch: 


p=n—v 


MATE in RO CUS) = N gy (v) > RACE a 3 8 Haney 8.0) 
p=0 
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Hieraus ergibt sich mit Hülfe des in $ 1 bewiesenen Satzes un- 
mittelbar: 
p=n—v 


(11) * Pg LE) = S Zp (v) . D Darren) 


p=0 
worın 


> PIN Os a 62543) 


die Summe derjenigen Ausdrücke bezeichnet, welche man erhält, wenn man 
in P(x,,x,,..x,,,) alle möglichen (v + p)-gliedrigen Combinationen ohne 


Wiederholung und ohne Versetzung der Grössen x, ,2,,..x, einführt. 


4. 


un 


Es erübrigt jetzt nur noch den Werth von z,(v) zu bestimmen, 
welches auf folgende Weise geschehen kann. 
Wenn wir zur Abkürzung 


(12) Ovip = > Pj. , a, . 204») 


setzen, so erhalten wir 


p=n—v 


(13) *P (8, 255-129) c. Sm (6) tes 
p=0 


Wir wollen jetzt annehmen, dass die Grössen z nach der Reihen- 
folge des Eintritts des Todes der » Personen geordnet seien, so dass die 


Person vom Alter x, die erste ist, welche stirbt, 
» » 4, » nächstfolgende » » » 
» » Xa. D » » » » 
» » 4, die nach z,,,,, folgende ist, welche stirbt, 


. . . . . . . . . . . . . . . . . 


und endlich 
die vom Alter x,,, die letzte Person, die innerhalb der Zeit stirbt, während 
welcher die Leibrente ausbezahlt wird. Nach dem Tode der Person, welche 
gegenwärtig das Alter x, hat, endigt die Leibrente. 
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Wir wollen ferner 


die Zeit, während welcher x, noch lebt, die 0* Periode 
» » » » #1 aber nicht ®, DD al » 
2 nno » » HAN abersniche zw 28.0 9” » 
» » » » d -Abem nicht &, D ds » 
» » » » % +, aber nicht z,,,,, D D (n—v—p)* » 
» » ) » x, aber nicht x; »  » (n—v) » 

nennen, und mit 

(14) Gan Sense 0e Ge 


die gegenwärtigen Werthe von je 1 Mark, welche an den, in die resp. 


(USE ees E. 


Periode fallenden, Jahres-Schlüssen ausbezahlt werden soll. Da nun (Be- 


zeichn. 5 
DR ee SCT) 


nichts anderes ist als der gegenwärtige Werth von je I Mark, die an 
einem jeden solchen Jahres-Schlusse ausbezahlt werden soll, an welchem 
wenigsten v von den » Personen, die gegenwärtig resp. das Alter À PRO la 


haben, noch leben, so kann man dafür auch sagen: an einem jeden Jahres- 
Schlusse, der in die 


Ote, Jt, 2te bis einschliesslich in die (n—v)' 


Periode fällt, und findet dadurch unmittelbar 


(15) WEG 5, ooo Bay) = N es. 
s=0 


r. 


Wir können aber für dieselbe Grösse (5) auch einen anderen Aus- 
druck aufstellen, dessen Vergleichung mit (15) uns ohne Schwierigkeit 
die Unbekannte z,(v) in (11) bestimmen lässt. 

Dame re t ee eden gegenwärtigen Werth von je 1 Mark be- 
deutet, welche an einem jeden solchen Jahres-Schlusse ausbezahlt werden 
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soll, an welchem die v + p Personen, die jetzt das Alter x,,#,,...2,,, 
haben, alle noch leben, so können wir die Summe der Ausdrücke, die 


man aus 


P (2,.2,,... op) 


erhält, indem man die v + p Grössen durch alle (v + p)-gliedrige Combi- 
nationen ohne Wiederholung und ohne Verstellung der Grössen z,, 7,,... 7 


n 


ersetzt, auch in folgender Form darstellen: 


z,) — dem gegenwürtigen Werthe von 
der Anzahl von jea, (0) ^ Mark, welche an jedem in die 0* 
Periode fallenden Jahres- 
Schlusse, das heisst so lange 
æ, noch lebt, ausbezahlt 
werden soll; 

To» » » » a, (1) Mark, welche an jedem in die 1 
Periode fallenden Jahres- 
Schlusse, das heisst so lange 
v, i aber nicht +, lebt, 
ausbezahlt werden soll; 
+» » » » a, (2) » welche an jedem in die 2t° 

Periode fallenden Jahres- 
Schlusse, das heisst so lange 
$,-9 aber nicht z, ; lebt, 
ausbezahlt werden soll; 


To» » » » a, (s) » welche an jedem in die s® 
Periode fallenden Jahres- 
Schlusse, das heisst so lange 
æ,— aber nicht x,_,+, lebt, 
ausbezahlt werden soll; 

tt ' £ À : 

To» » » » a,(n—v—p)» welche an jedem in die 


(n—v—p)* Periode fallen- 
den Jahres-Schlusse, das 
heisst so lange z,,, aber 
nicht %,+p41 lebt, ausbe- 
zahlt werden soll. 


Diese Gleichung erhült, unter Benutzung der soeben ihrer Bedeutung nach 
festgesetzten e,, die Gestalt 
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s=n—t—p 


(16) > PR oc me Gus = S Go 675 (Oe 


Was nun a,(s) betrifft, oder die Anzahl von Mark, welche an jedem in 

die s^ Periode fallenden Jahres-Schlusse (das heisst so lange m, , aber 

nicht x, ,,, lebt) ausbezahlt werden soll, so ist ohne Schwierigkeit zu 

ersehen, dass diese Anzahl = ist der Anzahl der w+p)-gliedrigen Com- 

binationen ohne Wiederholung und ohne Vertauschung der in dieser 

Periode noch lebenden »— s Personen vom Alter z,, 7, .... v, ,; also wird 
(n — s) (n — s — 1)..... (n + 1—s—v—p) 


(17) 4, (S) = (n — Shop — OR SIR SEHEN. WR (v + p) dí 





welches in (16) eingeführt 


$—n—v—p 


Ov p = S €s . (n = 8) yp 
s=0 


ergibt, oder auch, was dasselbe ist, 


s—mn--v 


as eum Sets 


weil (n — s),,, = 0 wird für s 2» » — v — y. 


Setzt man diesen Werth von o,,, in (13) ein, so erhält man 


vp 


p=n—v sen—v 
PSN EE, En) = S * 2p ( o). es. (n — Shrtp 
p= s=0 
s=n-—v r=n—v 


= DC > zp (v) . (& — Shops 


diese, mit (15) verglichen, ergibt 


$—n—v s=n—v p=n—-v 


Din his (m — S)o+p, 


s=0 p=0 
und folglich 


=} 
bo 
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p=n—r 


1= S a). (m— air, 
p=0 
oder, weil 
(n — s), = 0 für p>n—v—s wird, 


p=n—v—s 


1= Ss 0). (0 — 3. 
p=0 
welche Formel auch so 


p-n—r—s 


(19) ju S POs (ete Ie. 


p=0 


geschrieben werden kann, und für alle die Werthe 


gilt. Setzt man hierin 


so erhält man 
(20) 1 = S Zp (v) . (S + v) p; 
das heisst 


(21) 1=(s+v),.z, (v)+(s + v) a.z (v) +... +(s+ 0), . za (9) + (s +2), . 2. (v) 
für alle Werthe s = 0, 1, 2,....n — v. 

Mit Rücksicht darauf, dass für s —0 
(22) = 2, (v) 
wird, hat man also zur Bestimmung des z,(v) folgendes System von 
Gleichungen: | 

1 = (v+ 1), +(v+1),.2,(v) 

1 = (v +2), + (v + a QUUM NOU, z,(v) 


1 = (+) + Re en 2, (v) + .. us .Zx(v) 


(23) 1 — (n. — 1) = — +(n—1);- r—2-7, (v) + (n — 1),— r—3*75 z, (v) + .. 
E (n—1)4 à: Zk WEL SEES NN ^ 
(24) 1 — (Mar + (On wu (v) + (Mara z, (v) +...+ (Mn -2:(V) + eee 
En), Zur 1) HN), -2u 08). 
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Unter Benutzung der allgemein bekannten, für die Binomial-Coéfficienten 
geltenden Gleichung 


(25) (m + 1), — m, = m,_ı, 


erhält man, durch Subtraction der Formel (23) von (24), 


(26) 0 = (n—l)u-.-(n—1)p-.3.2,() 4... + (n— 1), 25 3(v) + (n — 1), 24v). 
Lassen wir in dieser Gleichung v in v + 1 übergehen, ziehen dann die 


Gleichung (23) ab, und wenden die gebräuchliche Bezeichnung 

z (v + 1) — z (v) = 42(v) 
an, so finden wir 
(277) —] — (n—1), 0. dz, (v) +... + (m— laa der (v) + ... 

2c (n—1),. dz, s 3(v) + (n— 1), . dz, (v). 
Dadurch, dass man in (23) statt © nun v + 1 setzt und das Resultat zu 
(27) addirt, erhält man (weil a, (v) = 1) 
0 =(n—1)n—v—9|2, (v + 1) + dz, (v)] + (n — In, (v + 1) + dz, (0)] +... 
+ (n — io k—1 [zi (v + 1b) + Az, (v)] + ete. 

Man hat folglich allgemein 

gy (v + 1) + dv) = 0 
oder, was dasselbe ist: 
(28) — a(») — — Jaret D. 
Wenn man v = 0 in (21) setzt und (22) berücksichtigt, so erhält man 


0 — 34:2, (0) + 550 2, (0) +... + 8, . 2-1 (0) + z, (0); 
und weil diese Formel für 
tl, 2h, Bh, Cues 
gelten soll, so findet man allgemein 
z (0) = 0, 
und in Folge hiervon muss man in (28) das Integral Na (o + 1) so 
nehmen, dass es für v — 0 verschwindet. 


Acta mathematica. 1 10 
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Mit Hülfe der bekannten Formel für die Binomial-Coéfficienten 
Do + Bua = (0 + E, 
erhält man nach und nach aus (28) 
2, (v) = — Ÿ (D = (— 1). (9), 
2, (o) = (—1)?. S@+ 1), 2 (— 1). (0 +1), 


2, (0) = (— D*. V (v + 2, = (—1)*. (v + 2), 


(29) 2, (v) = (— 19. N(v + p— Da = (— 1). (ve + p— 1. 


Diese Bestimmung für z,(r) in (11) eingesetzt ergibt für den gesuchten 
Lebensrenten- Werth folgenden Ausdruck: 


p-—n—v 
(30) RIES din) S (— 1}? . (vu + p — 1}. > IRL re ie) 
p=0 
worin mit 
See 


die Summe von denjenigen Functionen bezeichnet ist, die man aus 

P(x ,&,,...r,,,) erhält, wenn man darin alle möelichen (v + »)-eliedri- 
LEONE) v+p, D \ / o 

gen Combinationen ohne Wiederholung und ohne Verstellung der Grössen 


$,,...c, einsetzt. 


Ex. 1. Für » = 2, v = 1 finden wir unmittelbar 
up GP) FE) =P ten 
Ex. 2. Für n = 3, © = ] ist 
(ct, 4,04) = P) + P(e,) + P(e,)—[P(x,,æ,) + Pv, o.) + PG, o] + P (n, sms) 


Ex. 3, Hirn 3S9 Petndensynir. 


INCH Los Ps) = p (æ,, #,) + D (2,,2,) + Pi®,, 2,)— 2. Deus 





TS C  , 


undam nitet dE ONE 


-22 


cx 


Zur Theorie der Leibrenten. 

Nachschrift. 

Herr Prof. Ernst Schering in Göttingen hat mir gelegentlich eine 
andere Form der Bestimmung der Grössen 2, (v) in der Gleichung (11) 
mitgetheilt. Es handelt sich um die Lösung der Aufgabe: 

In der Gleichung (10 a), mit (9) verglichen, nemlich 


k=n 


(31) Wan. S) = S WW, 53). West). 


k=v 
. Weg; t) .(1— W (e421 32)).1L— W (ay 423 2)).... 1 — W(a,32)) 
= ont 2y (v). 2 Wa, 32). Wo, 52)....-. W(zu+2;%) 
= 
die Coéfficienten z, (v) zu bestimmen. | 
Zu dem Zwecke benutzen wir die folgende, nach Potenzen von 6 
geordnete Reihenentwickelung 
k=n 
(32) S Nares... Wi). + 8W(£53).(1 + Wär)... 


k=v 5 


(1 + 8W(E;i) 


p=n—v y=p 
E =D So (v + p, €). t**»—* . OF. >= MEDIEN) 
p=0 e-0 
p=n—v 
=. Zw, p, t, 0). SW E58). WE. Wer). 
p=0 o 


Hier ist, zu bemerken: 

1:0 SC de Shy Sene-osor 5 
sollen mit den Werthen x, ..... dfe Prato on eat Wa 
abgesehen von der Reihenfolge, aber ohne Wiederholung zuzulassen, über- 
einstimmen. 


2:0 > soll die Summation über alle solche Werthensysteme be- 


deuten, bei denen aber Platzveränderung weder der &,&.....& unter 
Sich, snochn der £515 58s tr &, unter sich zulässig ist. 

3:0 &,&,....&,4, sollen irgend welche v + p der Grössen %,,%, ...%, 
bedeuten, aber ohne eine Wiederholung unter diesen zuzulassen. 
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+:0 >= soll die Summation über alle solche Werthensysteme be: 


deuten, aber ohne eine Platzveränderung der Grössen £ zuzulassen, also 
die Summation über alle (v + p)-gliedrigen Combinationen der 2,2, ... 7, 
ohne Wiederholung und ohne Versetzung. 

5:0 C(v+p,c) sind zu bestimmende ganze Zahlen-Coëfficienten, 
abhängig von v + p und ¢. 

Es ist 


e-p 


Av pt 0) S C (v + p, e) ct" *»— OF 
Ma 
gesetzt, und es ist offenbar 
(33) NOMME IT 


Nun bedeutet C (v + p, e) augenscheinlich die Anzahl der mit dem Factor 

EPS versehenen. Glieder, welche entstehen, wenn man in dem ersten 

Theil der Doppelgleichung (32) durch Multiplication die Klammer-Aus- 
drücke (1 + 6 W (£ ;i)) auflöst; also ist 

C(v + p,c)— der Anzahl der c-gliedrigen Combinationen, ohne Wieder- 

holung und ohne Versetzung, von v + p Elementen, das 





heisst 
; v )(v + p—1)....( ) 1—g¢ 
oS pM) Se Tp EE ) ( Let AL dip 
daher 
M 
Z (v, p, t, 8) = S (o + p) . TP, OF, = 
g=0 
und demnach 
y=p 
Z (v, p, t=1,9= —1) = S (— ly.» + pe 
g=0 
das heisst, zufolge (33), 
gen 
zy (v) = S (seven be Gne oe pel), 
g=0 


ebenso wie in Formel (29). 


PT 


EINE ANNÄHERUNGSMETHODE IM PROBLEME 
DER DREI KÖRPER. 
VON 


HUGO GYLDEN. 


Von dem Problem der drei Körper wird bekanntlich gesagt, dass es 
noch heut zu Tage ungelöst dasteht und mit den uns gegenwärtig zu 
Gebote stehenden analytischen Hülfsmitteln nicht gelöst werden kann, 
wenn nämlich die Lösung im streng mathematischen Sinne aufgefasst 
wird. Ein derartiger Ausspruch erheischt jedoch eine genaue Fixirung 
dessen, was man unter »streng mathematisch» zu verstehen hat; denn sonst 
könnte die Meinung darüber schwankend werden, was die Wissenschaft in 
Bezug auf das besagte Problem bereits geleistet hat, und was von ihr in 
der nächsten Zeit erwartet werden darf. 

Nennt man nur diejenige Lösung streng mathematisch, welche direct, 
d. h. ohne fortgesetzte Annäherungen zu den unbedingt geltenden Re- 
lationen zwischen der Zeit und den Coordinaten der drei Körper führt, so 
muss eingeräumt werden, dass wir bis jetzt gar keine Vorstellung davon 
haben, wie eine solche Lösung zu Stande gebracht werden soll, und dass 
die Hoffnung, diese demnächst zu erhalten, vorläufig als illusorisch be- 
zeichnet werden muss. Der Ursache nachzuforschen und feststellen zu 
suchen, woher diese geringen Aussichten entspringen, ist aber nicht nur 
an und für sich nicht ohne Interesse, sondern für die zukünftige Leistungs- 
fähigkeit der Wissenschaft auf dem Gebiete des betreffenden Problemes 
von grösster Bedeutung. 

Die Beantwortung jener Frage wäre eine leichte, wollte man sich 
damit begnügen zu sagen, unsere analytischen Hülfsmittel sind gegen- 
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wärtig noch nicht in dem Maasse ausgebildet, dass wir mit ihnen die 
Schwierigkeiten des Problems der drei Körper bewältigen könnten. Eine 
Erklärung aber wäre hiermit nicht gegeben, sondern die Frage nur auf 
ein anderes Gebiet übergeführt, nämlich auf das der Metaphysik (der Ma- 
thematik). Tiefer liegt also der Grund jenes Unvermögens das Problem 
zu lösen, aber andrerseits doch erkenntlich genug um nachgewiesen werden 
zu können. Es dürfte nämlich kaum ernstlichem Widerspruch begegnen, 
wenn wir sagen, dass die Ursache, weshalb die Lösung des Problems der 
drei Körper uns-so schwierig erscheint, einfach darin liegt, dass uns die 
Vorstellungen von den Bewegungserscheinungen in einem Systeme von 
mehr als zwei Körpern noch abgehen oder doch noch sehr wenig geläufig 
sind. Diese Bewegungserscheinungen sind aber auch voraussichtlich nicht 
in so einfacher Weise aus denen zusammen zu setzen, die wir in einem 
Systeme von zwei Körpern beobachten können — und die daher bereits eine 
Thatsache der Erfahrung sind — dass unser Geist, durch Synthese dieser ein- 
facheren Elemente, sich unmittelbar in die Sphäre jener mehr zusammen- 
gesetzten Vorstellungen versetzen könnte. 

Die Erscheinungen, die man seit 2000 Jahren im Planetensysteme 
beobachtete, und die zunächst ihren Ausdruck in den Kepler'schen Gesetzen 
sefunden haben, waren auch nicht die geeignetsten jene Vorstellungen 
auszubilden, aus welchen die für die directe Lösung des Problems der 
drei Körper vorauszusetzenden Begriffe hätten abstrahirt werden können. 
Im Planetensysteme ist nämlich der Einfluss der Planeten auf einander 
gegenüber dem der Sonne sehr gering, während Zeiträumen, die mit einem 
für uns anschaulichen Maasse übersichtlich gemessen werden können. Die 
Erscheinungen, die wir beobachtet haben, sind also nahezu dieselben, die 
man in einem Systeme von zwei Körpern beobachtet hätte, und schliessen 
sich während der historischen Zeit den Kepler'schen Gesetzen einigermassen 
an. Während Zeiträumen aber, die nach Jahrtausenden gezählt werden 
müssen, gestalten sich die Erscheinungen der Planetenbewegung wesentlich 
anders, und man kann wohl sagen, dass die Bahnen der Planeten durch- 
schnittlich Kreisen ähnlicher sind als Keplerschen Ellipsen, wenn nämlich 
die Elemente letzterer als konstant angenommen werden. Einem intelli- 
genten Wesen, dem die Zeit eines Jahrtausends etwa vorkäme, wie uns 
ein Tag, würde die Keplersche Ellipse schwerlich wie eine Annäherung 
an die wirkliche Bahn vorkommen. Es würde nicht die zum Begreifen 
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des Problems der drei Körper erforderlichen Vorstellungen aus Elementen 
zusammen zu setzen suchen, die ihm die Bewegungen im Systeme von 
nur zwei Körpern darbieten. In der Natur unserer Existenzbedingungen 
liegt es also, dass die Vorstellungen, deren Vorhandensein eine Bedingung 
der Lösung des oben erwähnten Problemes ausmacht, noch nicht ent- 
wickelt sind; die mathematische Analyse hat daran wenig Schuld. Mittelst 
Analyse jedoch eine Erkenntniss erlangen zu wollen, wozu nicht schon 
vorher der Grund vom menschlichen Geiste. erworben wäre, müsste als 
dem widersprechend erachtet werden, was uns die Theorie der Erkenntniss 
lehrt. 

Die mathematische Analyse ist zunächst nur der Hebel, durch den 
die construirbaren Vorstellungen, die einen immanenten Character haben, 
ins Bewusstsein gebracht und zu Urtheilen verarbeitet werden. Ihre Lei- 
stung ist derjenigen der logischen Operationen aequivalent; nur verläuft 
die Kette der Schlussfolgerungen bei ersterer theilweise im Unbewussten, 
indem sie durch den mathematischen Mechanismus fortgeführt wird, wäh- 
rend die logischen Schlüsse sämmtlich bewusst sind oder doch sehr leicht 
bewusst werden können. 

Unsere Vorstellungswelt gründet sich ursprünglich auf Sinneswahr- 
nehmungen, beziehungsweise Beobachtungen; und wie wir auch diese Welt 
erweitern, immer müssen wir in derselben Sensationen als Elemente wieder- 
entdecken können. Eine Vorstellung, die nicht in der Sphäre des empi- 
risch Gegebenen wurzelt, oder bei der empirische Elemente nicht nachweis- 
bar sind, giebt es nicht. — Umgekehrt aber, können wir aus solchen 
Elementen doch unsere Vorstellungswelt erweitern, indem wir nämlich 
die erweiterten Begrifte mit Hülfe der Phantasie veranschaulichen, und 
bei einem solchen Processe ist wiederum die mathematische Analysis 
verwendbar, indem sie die Formulirung der Begriffserweiterungen er- 


leichtert. 

Erkennen wir nun diesen Weg zur Erweiterung unserer Kenntnisse 
im allgemeinen als einen wissenschaftlich berechtigten an — und ich 
wüsste nicht, wie derselbe zu vermeiden wäre — so handelt es sich darum, 


denselben für das jetzt in Frage stehende Problem zu verwerthen und 
überhaupt mathematisch zu bezeichnen. Die Synthese aber, welche aus 
einfacheren Vorstellungselementen zu mehr zusammengesetzten führt, ent- 
spricht genau dem Processe, durch den eine Function durch fortgesetzte 
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Annäherungen gebildet wird, wobei die einzelnen Resultate aus einfacheren, 
uns bereits bekannten Funetionen zusammengesetzt sind. Es ist also der 
Weg der successiven Annäherungen, den wir verfolgen müssen, der uns 
aber keineswegs die Aussicht entzieht das Resultat einst in aller Strenge 
erhalten zu können; denn der Begriff der mathematischen Transcendenz, 
der diesem Wege im allgemeinen eigenthümlich ist, kann auf die resul- 
tirende Functionsform übertragen werden, die schliesslich auch das Re- 
sultat der directen Lüsung sein muss. 

Die vorhergehenden Betrachtungen können wir nun kurz folgender- 
maassen zusammenfassen: suchen wir eine einfache Lösung mittelst uns 
jetzt bekannter Functionsformen, so stellen wir uns jedenfalls eine wider- 
sinnige Aufgabe; wir müssen vielmehr unsern Geist dahin zu entwickeln 
suchen, dass die Lösung, die für uns einst erreichbar wird, einfach erscheint. 
Dieser Evolutionsprocess heisst, mathematisch gesprochen, das Anschaulich- 
werden neuer Functionsformen. — Nicht wie durch einen Zauberschlag 
oder durch eine unmittelbare Erkenntniss‘ werden wir die Lösung des 
Problems der drei Körper erlangen, sondern auf einem Pfade, auf dem 
jeder Schritt nur mit Ueberwindung bedeutender Schwierigkeiten gethan 
werden kann. 

Wenn wir also den Weg der successiven Annäherungen einschlagen, 
den einzigen auf dem wir gegenwärtig einige Aussicht haben, das be- 
treffende Problem wenigstens in gewissen Fällen lösen zu können, so 
müssen wir dabei an zwei Bedingungen festhalten: erstens nämlich, 
dass die Folge der Annäherungen convergent sei, und zweitens, dass die 
Resultate dieser nie die Zeit, oder Kreisbögen, die mit der Zeit unbe- 
gränzt wachsen können, ausserhalb der periodischen Functionszeichen ent- 
halten. Die Nothwendigkeit jene erste Bedingung zu stellen, leuchtet von 
selhst ein; der zweiten muss aber genügt werden, damit die Lösung eine 
wirklich unbedingte Gültigkeit habe und der vorausgesetzten Stabilität des 
Systems entspreche. — Eine jede Lösung, welche den gestellten Bedin- 
gungen genügt, nenne ich eine absolute Lösung, ohne Rücksicht auf wel- 
chem Wege dieselbe auch erlangt worden sei. Man erkennt aber leicht, 
dass es nur eine einzige absolute Lösung geben kann; so dass, wenn man 
dieselbe auch unter verschiedener Form findet, die eine aus der andern 
durch: gehörige Entwicklung hervorgehen muss. Das Resultat, welches: 
durch die Methode der successiven Annäherungen gefunden wird, muss 
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also mit dem identisch sein, was einst durch die directe Lösung hervor- 
gehen wird. 

Die Lösung des Problems der drei Körper im absoluten Sinne ist 
eigentlich nur von Lagrange und Laplace in’s Auge gefasst worden; was 
seitdem auf dem Gebiete der Mechanik des Himmels geleistet wurde, ist 
zwar äusserst werthvoll und für die Astronomie fördernd gewesen; in 
Bezug auf den absoluten Character der Resultate aber kaum über die 
Arbeiten jener grossen Männer hinausragend. Von wie grossem Werthe 
diese Arbeiten aber auch gewesen sind — sie haben in der That doch 
. unsere Vorstellungen über die Bewegungen der Planeten entwickelt — so 
sind sie doch keineswegs als endgültig anzuschen. Man erinnert sich 
z. B., dass die gefundenen Ausdrücke der Secularstörungen aus einer be- 
gränzten Anzahl von Gliedern bestehen, während diese Anzahl in der 
Wirklichkeit doch unendlich ist: auch lassen sich gegen die von den ge- 
nannten Gelehrten aufgestellten Methoden, die Zeit ausserhalb der trigono- 
metrischen Functionszeichen zu eliminiren, Bedenken erheben, welche in 
der Bemerkung wurzeln, dass wenn einmal die Zeit ‘als Factor in einem 
intermediären Resultate aufgetreten ist, so hat man möglicherweise das 
erste Glied einer nicht beständig convergenten Reihenentwicklung vor sich. 

Seit einiger Zeit bin ich im Besitze einer Methode, die absolute Lösung 
des mehrerwähnten Problemes zu finden, welche, wenigstens auf die Un- 
tersuchung. der Bewegungen in unserem Planetensystem angewendet, jeden- 
falls den beiden oben näher bezeichneten Bedingungen genügen dürfte. 
In dem Maasse jedoch, wie die Bahnen der einzelnen Körper des Systems 
mehr excentrisch werden und die Anziehungen der Hauptkraft im Werthe 
näher kommen, wird die Anwendung dieser Methode mehr und mehr 
mühsam, und es lässt sich eine solche Constitution des Systems denken, 
dass die Anwendbarkeit derselben völlig illusorisch wird. Es scheint, 
dass wir in der nächsten Zeit in solchen Fällen auf die absolute Lösung 
verzichten müssen und uns mit einer relativen, für eine begränzte Zeit 
geltenden begnügen. — Die erwähnte Methode beruht auf Principien, 
von denen ich einen Theil jetzt darzulegen mir erlauben werde. 

Es handelt sich darum, gewisse Grössen aus Differentialgleichungen 
zu bestimmen, ohne dass in den Resultaten die unabhängige Veränderliche 
als Factor vorkommt, wiewohl sie als solcher. erscheint, wenn man in der 
ersten Annäherung alle Grössen, welche mit der zweiten Potenz der stö- 
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renden Masse multiplicirt sind, bei Seite lässt. In den Differentialglei- 
chungen, durch deren Integration man genäherte Werthe der Unbekannten 
findet, müssen daher vof allen Dingen gewisse Grössen zweiter Ordnung 
mitgenommen werden. Trotzdem lassen sich die meisten Gleichungen, 
welche bei der hier in Frage stehenden Untersuchung nach und nach vor- 
kommen, auf die Form der linearen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung bringen, und die in diesen Gleichungen vorkommenden bekannten 
Functionen lassen sich innerhalb gewisser Gränzen willkürlich wählen. 
Eine solche Gleichung sei 


d’y E a 
(1) so + Xy =X; 


die Function X, wird als bekannt angenommen und besteht aus zwei 
Theilen, wovon der eine von der störenden Masse unabhängig ist, der 
zweite aber mit dieser Masse verschwindet. Die Function X, nehmen wir 
auch als bekannt an, aber nur in der ersten Annäherung; denn sie enthält 


im Allgemeinen Glieder der Form 
P+ By + Py +... 


und da y als eine Grösse erster Ordnung angesehen wird, und ebenso die 


Functionen V^, #°,..., so vernachlässigen wir, wenn X, mit 7^ identi- 
ficirt wird, nur Grössen dritter Ordnung. Und wenn wir zu der ange- 
setzten Reihe noch ein Glied 7,y fügen, so ist 7^, wenn auch nur mit 
der ersten Potenz der störenden Masse multiplicirt, doch aus andern 
Gründen so klein, dass das Product #'y zu den Grössen dritter Ordnung 
gezählt werden darf. , 

Indem die Function 7, als gewissermaassen von X, 
sehen ist, lässt sich letztere innerhalb gewisser Gränzen beliebig wählen, 


abgetrennt anzu- 
und ich werde bei der Bestimmung dieser Function der Bedingung zu 
genügen suchen, dass das Integral der Gleichung 


d’y 
(2) da? i 


die Form: 


(3) - y = C,P + C, [Q + lxP] 


e 
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annimmt. Hier bedeuten C, und C, die Integrationsconstanten, P und Q 
zwei Functionen von x, die nur periodische Glieder enthalten, und endlich 
| eine zu unserer Verfügung stehende Constante. 

Setzen wir: 

Op SIZES 4) reap 
so miissen bekanntlich y, und y, der Bedingungseleichung 
Ja. — W's = 4e 

genügen, wo y eine neue Constante bezeichnet. Aus dieser Bedingungs- 
gleichung lässt sich eine Relation zwischen P und @ herleiten, und es 

4 
ergiebt sich 
OP puppe. 
woraus folgt 


oe fs n ) de 





Lj 
indem C, die Integrationsconstante bezeichnet, die wir aber sofort eleich 
Null setzen können. — Damit nun @ die angedeutete Eigenschaft besitze, 
nämlich kein Glied mit dem Factor x zu enthalten, muss die Constante / 
offenbar so gewählt werden, dass sie sich gegen das constante Glied in 


5 LL T = = : , 
der Entwicklung von PP aufhebt. Wir werden in der Folge die Con- 


stante yw gleich + 1 oder gleich — 1 setzen, wodurch die Allgemeinheit 
der Resultate offenbar nicht gemindert wird. 

Dies vorausgesetzt, stellen wir das allgemeine Integral der Gl. (1) 
folgendermaassen auf | 


y = P{C, — fX, [Q + IP] de} 


+ (Q + LP] (0, + f X, Paz] 
Weil aber 
aX, Pda — f X, Pas — faz Je Pdx, 


so hat man auch 
y = €,P + C, [Q + LP] 


— P [X,Qdx + Q f X, Paz 
UP [dx f X, Paz 
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Durch die Aufstellung dieser Formel leuchtet die Absicht mit der 
gewählten Form der Differentialgleichung (1) sofort ein. Findet sich 
nämlich im Producte X,Q oder in dem Integrale 


. f X, Pdz 
ein constantes Glied, so erscheint im Resultate ein Glied von der Form 
Far. 


indem 7 einen numerischen Coeffieienten bezeichnet. Dieses Glied bringt 
man aber unmittelbar zum Verschwinden, indem man die Integrations- 
constante C, in geeigneter Weise bestimmt, die bei den Anwendungen 
der aufgestellten Integralformeln auf das Problem der drei Körper immer 
überzahlig ist. 

Das Product X,P enthält entweder gar kein constantes Glied, oder 
doch nur ein solches von höherer Ordnung, und dies braucht bei der 
ersten Annäherung nicht mit berücksichtigt zu werden. Indem wir nun 
die Constante C, in der oben bezeichneten Weise bestimmen, die Constante 
C, aber vorlàufig unbestimmt lassen, erhalten wir ein Resultat der Form 


y = C,P + C,Q + per. Glieder; 


und wenn wir von X, nur die Glieder dritter Ordnung inclusive berück- 
sichtigen, so haben wir 


X, = V, FE [CP + 0,9 +...) 


TVWG[CP-4600Qq-T...] 
und 


NSP SP EP PIOsP.p 0:97 


In diesem Ausdrucke muss man nun suchen die Constante C, so zu 
bestimmen, dass kein constantes Glied daselbst nachbleibt. — Würde eine 
solche Bestimmung indessen nicht gelingen, so wäre hierdurch angezeigt, 
dass der Erscheinung, welche durch das Integrationsresultat representirt 
wird, die Stabilität mangelt. Bei der Anwendung der oben bezeichneten 
Integrationsmethode auf die Bewegungen der Planeten kommen derartige 
Hindernisse indessen nicht vor; denn, wie schon bemerkt wurde, das Pro- 
duct X,Q enthält in der Regel kein constantes Glied, und wenn ein 
solches vorkommt, so lässt es sich in der angeführten Weise eliminiren. 
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Der Functionen P, welche dem oben bezeichneten Zwecke entsprechen, 
giebt es verschiedene. Die einfachsten und zugleich auch in anderer Be- 
ziehung geeigneten findet man unter den rationalen Verbindungen einfacher 
elliptischer Functionen. Wir entnehmen dieser zuerst die allereinfachsten 
Fälle, indem wir für P der Reihe nach die Werthe snx, enz und dnz 
setzen; es ergeben sich alsdann für Q und / 








ee 
ANG) K 
ena H’, (x) k°K— E 
Q SS SS —— m — —————— 
C IS PK 
E dna 60'(x). WE 
EN TAN 


Die Resultate sind also sehr einfach und dabei in leichter Weise zu 
verwerthen; sie entsprechen, wie man leicht bemerkt, den Integralen der 
Lame’schen Gleichungen: 











— = 2k? sn à — 1 —k°]y = 0 
v 
2 
m. 2snæ —1 ]y=0 
— — (2k? sn a? — k°]y = 0 


In nächster Reihe werden wir für P die Combinationen: 











d sn a 
= Cn + An + 
dz 
dena * 
— = sn + dn & 
da 
1 ddnz see 
— = sgnzeona 
k dx 


substituiren, und finden dann nach einigen Reductionen die folgenden 
Werthe der Grössen Q und 7: 
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i 1 + k* 09 (x) (1-1) K—(1+ EE 
) == sn a . ma FE [= 
Q I? sn & nz 9, (a) env dna EK 
: Ba kG (o) p _ K’R—(k’—k)E 
Q=—ama— aa 8. (x) sn» dn +; = GU pee 
ra AS 73114107 :/2X rc 12 
Q —.— dn pi fag E sn & eno; = Re en i 


ee SE , (&) j 


kek 


Die Differentialgleichungen, deren Integrale die soeben angeführten 


Ausdrücke representiren, sind die folgenden: 








d'y E 
da? 

d^y Es 
qs 
ED re 
da? 3 2 


und sie gehören sämmtlich 
Man kónnte leicht die 


.8k? sn x? —1—k°|y = 0 


2.3k? cna? — 1 y = 0 





3 dn a —1—k?)y = 0, 


zu der Classe der Lame’schen Gleichungen. 
Anzahl jener Resultate beliebig vermehren, 


allein es erscheint kaum von Interesse, wenigstens nicht für unseren 
Zweck, hier weiter vorzugehen. Statt dessen werde ich eine andere Form 


von P anführen, welche & 


leichfalls den gestellten Bedingungen genügt, 


die aber nicht zu den elliptischen Functionsformen gehört. Diese Form 


ist die folgende: 


p= ft Sinz 


wo À einen constanten Coefficienten bezeichnet. Es findet sich hiermit: 


. Q = e 


le 2) Sin x Em. i] dz 


Dieser Ausdruck muss nun nach den Vielfachen von a entwickelt werden, 


was leicht mit Hülfe von Cylinderfunctionen geschehen kann. Wir be- 


gnügen uns, hier bloss die 
alsdann: 


ersten Glieder hinzusetzen. Es findet sich 
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2 Sina | Os 
Qe 2A + 3,4, (24) + ...] Cose 


— 4 [3 75 (24)? + ...| Sin 2% 


Endlich findet sich die Differentialeleichune welcher durch diese Resultate 
e c? 
genügt wird, wie folot : 


lu 2 . t . 
a + [A Sin e — 4° Cos =?) y = 0 
dx : 


Die Anwendung der im Vorhergehenden dargestellten Methode werde 
ich jetzt an einem Beispiele zeigen, was ich mit der Angabe einiger 
Details hier anführe. Die vorgeleste Differentialgleichung sei: 


d^y 
dv? 


+ a’ Cos dv.y = X,, 


wo a und À constante Coefficienten und X, eine Function der Form: 
VU y cp eie 


bezeichnen mögen. Es werde nun ein Integral der vorgelegten Gleichung 
ohne willkürliche Constanten verlangt, das aber aus lauter rein perio- 
dischen Gliedern bestehen soll. 

Statt der Veränderlichen v führe ich eine neue x ein, indem ich setze: 


und mir vorbehalte, über den Modul 4, von dem das vollständige Integral 
K abhängt, noch zu disponiren. Hiernach erhalten wir: 








Chap ans Tf Ge \We T A NS 
“= | | ae Cos 2 Sey — = = X 
dst p (x) aK” Y= jy ak) ^» 


Um diese Gleichung auf eine der im Vorhergehenden betrachteten 
Formen zu bringen, bedienen wir uns der Entwicklung: 
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Cos 2ama = — A 
ESI E 
(zx) pue ax? 
z \ 22 TE 
+ (gx) yo 
+. 1 





2 K—E 
Als K 
oder 
apr le: S) cn 


Aus der angeführten Entwicklung erhalten wir: 








TAS T k*(1 — 9") 
( J cos "= ( 2 / Cos 2 am + 











2K 2K 16q 
z \ 221 — qa TT 
- (x) jorge ae 
16q 


Man hat nämlich: 


Diesen Werth führen wir in die vorgeleste Differentialgleichung ein, 
und bestimmen dabei den Modul in der Weise, dass der Coefficient von 


Cos 2 am x gleich k? wird. Wir erhalten somit: 


er Aa |? 
—_ — (2k* sn « Ey ji (sx) X, 





da? 





da’ k*(1— q?) 
= ~ Ay 
À 16q 
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indem wir nämlich der Kürze wegen die Summe der Glieder rechter 
Hand mit X bezeichnen. Wie man leicht bemerkt, sind die mit y multi- 
plieirten Glieder rechter Hand Grössen dritter Ordnung. 

Das Integral dieser Gleichung ist uns aber bekannt; es ist nämlich: 


dn æ | 0" (x) E 
« 
EO Ne teh) Ken 





y = €, dne + C, 


D 9' (a) æ O (x 
UU ere ee a Eurus eee due do 
ke 0, (x) k? 6,(x) 


+ 23 Bi dn x dz X dna dx 
kK’ K 


Vermöge der Bedingung, wodurch 4 bestimmt werden soll, erhalten 








wir die Gleichung 





woraus folet: 
À? 
2 4 EM E 1 = 0 
rest 


Hieraus ergiebt sich: 


2 À 
a MIL en 


a 


und sieht man sogleich, dass bei jedem Werthe des Verhältnisses > die 


Grösse q kleiner, oder jedenfalls nicht grösser als die Einheit ausfallen 
muss. 
Wenn nun X, eine bekannte, aus periodischen Gliedern bestehende 


Function bedeutet, wo das Argument 25k und die Vielfachen desselben 


nicht vorkommen, so wird man den Werth des Integrales leicht und 
sicher ermitteln können, sofern die willkürlichen Constanten C, und C, 
gleich Null gesetzt werden dürfen. — Findet sich aber in X, ein Glied 
der Form: 
7t 

LT Sin! 2) = 2, 
: 2K 
sei es direct, oder in Folge der successiven Annäherungen entstanden, so 
erscheint im Resultate ein Glied der Form 
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was aber unmittelbar weggeschafft werden kann, indem man die Constante 


C, aus der Gleichung 
GL 0 
bestimmt. 
Endlich betrachten wir den Fall, wo in X, ein Glied der Form 


7 





h Cos 2— 2 


2K 
vorkommt. Ein solches Glied kann zwar nicht immer weggeschafft werden, 
aber doch unter gewissen Bedingungen, die eben dem Probleme der drei 
Körper eigenthümlich sind. Hierzu gehört nämlich, dass der Coefficient h 
eine Grösse zweiter Ordnung ist, sowie dass in der Function 7, ein Glied 
derselben Form vorhanden ist. Nennen wir den Coefficienten dieses Gliedes 
p, so ist die Constante C, so zu bestimmen, dass der Coefficient von 


Cos 2—— x in der Entwicklung von 
2K = 
ee on oe dur 
_h Cos 22k + pC, Cos 33K? dn z 
verschwindet. — Es ist übrigens leicht zu bewirken, dass ein solches Glied 


in der Function 7, vorkommt; denn wäre es nicht vorhanden, so hätte 
man nur nóthig, die ursprüneliche Gleichung in der Gestalt 


2 


1° 
i + (a^ + p) Cos jv. y = X, + p Cos àv. y 


dv 





zu schreiben und 2? + p statt 4° in den nachfolgenden Formeln anzuwenden. 

Wir haben jetzt gesehen, wie die im Vorhergehenden entwickelte 
Methode angewendet wird; in Bezug auf ihr Wesen und ihre Bedeutung 
für die Lösung des Problems der drei Körper seien mir noch einige Be- 
merkungen gestattet. 

Die Glieder, die wir zu vermeiden beabsichtigten, sind als dadurch 
entstanden anzusehen, dass eine gewisse Grósse gleich Null geworden ist. 
Das Glied x Sin x entsteht z. B. dadurch, dass die Grösse 9 in dem Aus- 
drucke : 

Sin x Ji Cos dx . dz 


verschwindet. - Diesem entsprechend ist auch das Mittel, solche Glieder zu 
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vermeiden, hier gefunden worden. Denn die Lame’schen Gleichungen, von 
welchen wir vorhin eine in Anwendung brachten, sind specielle Fälle von 
allgemeineren Gleichungen, welche von Herrn Hermite zuerst integrirt wor- 
den sind. Die hier benutzten Gleichungen entstehen aus den allgemeinen 
dadurch, dass der von Hermite mit « bezeichneten Grösse gewisse Special- 
werthe zuertheilt werden, nämlich 0, Æ und A + ik’. Ueberhaupt lassen 
sich für den hier verfolgten Zweck geeignete Gleichungen finden, indem 


man die Grösse c in dem Ausdrucke 
= We 
€ Es el == 
y= ze = +e =|, 


wo z eine Function von x bedeutet, in Null übergehen lässt. Bekanntlich 
lassen sich die Integrale vieler Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
durch eine solche Form darstellen. Durch die angedeutete Specialisirung 
geht dieselbe, jedoch nicht immer, in solche über, welche wir im Vorher- 
sehenden betrachtet haben. 

Umgekehrt aber könnte man, gerade an diese Bemerkung anknüpfend, 
vermuthen, dass unser Zweck in mehr directer Weise erreicht werden würde, 
wenn man die Grösse c nicht gleich Null setzte, sondern derselben einen 
endlichen, wenn auch kleinen Werth gäbe. Dass dieser Punkt genauer, als 
bisher geschah, untersucht werden muss, ist sicher; indessen hat es doch 
den Anschein, als ob die Vortheile mehr auf Seite der soeben vorgetra- 
genen Methode liegen. 

Die Herstellung der Form, bei der das Argument ausserhalb der tri- 
gonometrischen Funetionszeichen nicht heraustritt, ist indessen von durch- 
greifender Bedeutung für die Lösung des Problems der drei Körper. 
Glieder, die man, ohne diese Form zu erhalten zu suchen, zusammen- 
schlagen konnte, lassen sich nicht mehr vereinigen. Die Glieder 


ACos2+BCos[(l +5)2e+D]+CCo[l + 0,)e+ DJ +....., 


.... kleine Grössen erster Ordnung bedeuten, konnte man z. B. 


2 


WO 0,0 
in der Weise vereinigen, dass man nach den Potenzen von diesen Grössen 
entwickelte und bloss die von den ersten Potenzen abhängigen Glieder 
beibehielt. Die Summe wurde alsdann auf nur zwei Glieder reducirt. 
Indem aber nun eine derartige Entwicklung vermieden werden soll, ver- 
zichtet man selbstverständlich auf die entsprechende Vereinfachung. Die 
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obigen Glieder lassen sich aber in anderer Weise zusammenziehen, indem 
man nämlich neue Functionsformen bildet. Wir setzen: 

7 Cos z = À + B Cos (0,4 + D,) + € Cos (0,2 + D,)+.... 

7 Sin z = — B Sin (2 + D,) — CSin (0,2 + D,)-—.... 


und erhalten die obige Summe durch den Ausdruck 





7 Cos (@—z ) 
representirt. 

Die Grössen x und x sind jetzt Functionen von x, die sich sehr 
langsam ändern, weil die Grössen 9,, 9,,.... sehr klein sind. Verschwin- 
den diese Grössen ganz und gar, so gehen jene Functionen in Constanten 
über, und in der That entsprechen sie Integrationsconstanten, wenn die 
störende Masse gleich Null wird. Die Integrationsconstanten der Differen- 
tialgleichungen des Problems der drei Körper sind aber nicht Special- 
werthe jener Functionen, sondern sind theils in den Coefficienten A, B, 
C,.... enthalten theils in den Bögen D,, D,,.... Dadurch, dass wir die 
vollständige Form beibehalten, kommen wir aber in die Lage, den Begriff 
einer absoluten Bahn bilden zu können, d. h. einer Bahn, deren Elemente 
absolute Constanten sind. Die Abweichungen der wirklichen Bewegungen 
von dieser Bahn sind immer kleine Grössen von der Ordnung der stö- 
renden Kräfte. 





DAS PROBLEM DER CONFIGURATIONEN 


TH. REYE 


in SrnassBUnG VE. 


1. Seit einer Reihe von Jahren pflege ich in meinen geometrischen 
Vorlesungen auf eigenthümliche Gruppen von Punkten, Geraden und 
Ebenen aufmerksam zu machen, welche durch die Regelmässigkeit ihrer 
Anordnung sich auszeichnen. Diese Gruppirungen, welche ich »Configura- 
tionen» genannt habe,(') treten bei geometrischen Untersuchungen nicht 
selten auf. So liegen die 12 Aehnlichkeitspunkte von vier Kugeln zu 
dreien in 16 ‘Geraden und zu sechsen in 12 Ebenen, und diese 12 Ebenen 
gehen zu dreien durch die 16 Geraden und zu sechsen durch die 12 
Punkte. Die 16 Knotenpunkte und 16 singulären Ebenen einer Kum- 
mer’schen Fläche vierter Ordnung und vierter Classe haben solche gegen- 
seitige Lage, dass durch jeden der 16 Punkte sechs von den 16 Ebenen 
gehen und auf jeder der letzteren sechs von den 16 Punkten (und zwar auf 
einem Kegelschnitt) liegen. Wenn zwei Tetraëder einander gegenseitig ein- 
geschrieben sind, so enthält jede ihrer 8 Flächen vier ihrer 8 Eckpunkte 
und durch jeden der letzteren gehen vier der 8 Flächen. Auch die 15 Po- 
tenzebenen, 20 Potenzaxen und 15 Potenzpunkte, welche sechs Kugeln zu 
zweien, dreien und vieren bestimmen, bilden eine räumliche Configuration, 


(') Zuerst 1876 in meiner »Geometrie der Lage» I, 2 Aufl, S. 4 (vgl. ebenda 8. 
162 N:o 13), dann in Crelle-Borchardt’s Journal 86 S. 209 und in meiner »Synthet. 
Geometrie der Kugeln und linearen Kugelsysteme» (1879), S. 54, 
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und zwar ist jede der 20 Potenzaxen mit 3 Potenzpunkten und 3 Potenz- 
ebenen incident, jeder der 15 Potenzpunkte mit 4 Potenzaxen und 6 
Potenzebenen, u. s. w. 

2. Eine Configuration n, in der Ebene besteht aus » Punkten und 
n Geraden in solcher Lage, dass jede der n Geraden i von den # Punkten | 
enthält und durch jeden der » Punkte i von den n Geraden gehen. Durch 
jede collineare oder reciproke Transformation verwandelt », sich wiederum 
in eine Cf. »,; von letzterer können vier Punkte oder Gerade willkürlich 
in der Ebene angenommen werden, wenn n >3 ist. Collineare Configura- 
tionen sehen wir als nicht wesentlich verschieden an. — Jedes einfache 
n-eck oder n-seit bildet eine Cf. n,, ebenso jede Gruppe von ebenen 
Polygonen, welche zusammen n Eckpunkte haben. Ein sich selbst ein- 
geschriebenes n-eck bildet eine Cf. n,, zwei sich wechselseitig einge- 
schriebene n-ecke bilden eine 2n,. Reelle Configurationen 8, existiren 
nicht; dagegen hat Herr S. Kantor(’) drei verschiedenartige Configurationen 
9, und zehn verschiedene 10, nachgewiesen. Die bekanntesten derselben 
sind der ebene Schnitt 10, eines vollständigen räumlichen Fünfecks(?) und 
die Cf. 9,, welcher die Eckpunkte eines zwei Geraden eingeschriebenen 
Sechsecks und die Schnittpunkte seiner drei Paar Gegenseiten angehören. 

3., Eine räumliche Configuration n, besteht aus n Punkten und » 
Ebenen in solcher Lage, dass auf jeder der » Ebenen ; von den » Punkten 
enthalten sind und durch jeden der x Punkte ; von den » Ebenen gehen; 
wir bezeichnen diese Cf. genauer mit (n,, gj), wenn zu ihr noch g Gerade 
gehören, die mit je % der » Punkte und je & der » Ebenen incident sind. 
Die Kummer’sche Cf. (1.) ist demnach mit 16, oder aber mit (16,, 120,) 
zu bezeichnen, die Aehnlichkeitspunkte von vier Kugeln gehören zu einer 
Cf. (12,, 16,) und die Potenzebenen, Potenzpunkte und Potenzaxen von 
sechs Kugeln bilden eine Cf. (15,, 20,). Beliebige n Strahlen einer Re- 
gelschaar bestimmen mit » ihrer Leitstrahlen die x? Punkte und x’ Ebenen 
einer Cf. (nj, ,, 2n,), z. B. einer (9,, 6,), wenn n = 3 ist; ebenso bestimmt 
eine Schlaffli’sche Doppelsechs eine sie enthaltende Cf. (30,, 12,). Die 
zwölf Eckpunkte eines regulären Ikosaëders bilden mit den zwölf Dia- 
gonalebenen, in welchen je fünf Kanten liegen, eine Cf. (12,, 60,); dieselbe 





(^) Sitzungsberichte der Wiener Akademie, Jahrg. 1881, Nov. und Decbr, 
(^) Vgl. darüber meine »Geometrie der Lage» IL, 2 Aufl, S. 69. 
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lässt sich ebenso einfach aus dem regulären Dodekaëder ableiten und 
wird durch eines der regulären Polyéder von Poinsot dargestellt. 

4. Die Configuration (m, 9,) verwandelt sich durch jede collineare 
oder reciproke Transformation wiederum in eine Cf. (n,, gj); von letzterer 
“können, wenn n>4 ist, fünf Punkte oder fünf Ebenen beliebig ange- 
nommen werden. Sind zwei reciproke Configurationen (n,, 9,) in einem 
Nullsysteme einander zugeordnet, so bilden sie zusammen eine Cf. (27,,,, 
29,), indem jede Ebene derselben auch durch ihren Nullpunkt geht und 
jeder ihrer Punkte in seiner Nullebene liegt. Auf diese Art erhält man 
aus dem Tetraëder eine Cf. 8,, aus dieser wiederum eine 16,, u. s. w. 
Aus gewissen räumlichen Configurationen kann man durch die Methode 
des Projicirens und Schneidens complieirtere ebene Cff. ableiten. — Proji- 
cirt man z. B. die Punkte und Geraden einer Cf. (12,, 16,) aus einem 
beliebigen Punkte auf eine Ebene e, mit welcher man zugleich die Gera- 
den und Ebenen der Cf. zum Durchschnitt bringt, so erhält man in € 
eine ebene Cf. 28,; ebenso ergiebt sich aus der Potenz-Cf. (15,, 20,) von 
sechs Kugeln eine ebene Cf. 35,, und aus dem Tetraëder die oben (3.) 
erwähnte Cf. 10,. 

5. Das Problem der Configurationen nun verlangt, dass alle verschie- 
denartigen, zu den Zahlen » und ; gehörigen Configurationen 1, ermittelt 
und dass ihre wichtigsten Eigenschaften aufgesucht.werden. Der erste 
Theil dieser Aufgabe ist bislang nur für die ebenen Configurationen 9, 
und 10,, und zwar von Herrn S. Kantor a. a. O. gelöst worden. Von 
der Kummer’schen Cf. 16, hat Herr F. Klein eine Reihe sehr merk- 
würdiger Eigenschaften aufgedeckt;(') ihre Beziehungen zu Thetafunctionen 
mit zwei Variabeln sind durch die Herren Cayley, Borchardt und Fe 
Weber bekannt.(? Von der Cf. (12,, 16,), deren Untersuchung von den 
Herren Giuseppe Veronese und Cyparissos Stephanos nach verschiedenen 
Richtungen erfolgreich begonnen wurde,(*) enthält der folgende Aufsatz 
wesentliche Eigenschaften. Offenbar aber bleibt auf diesem Gebiete noch 


(*) F. Klein in den Mathem. Annalen II, S. 199 — 226. 

(*) Cayley in Crelle-Borehardt's Journal 83 8. 210 und 84 S. 238; Borchardt ebenda 
83 S. 234; H. Weber ebenda 84 S. 332. — Vgl. Krazer, Theorie der zweifach unend- 
lichen Thetareihen, Lpz. 1882. 

(°) Stephanos im Bulletin des sciences math. et astron., 2° serie T. III, 1879; Ve- 


ronese in den Memorie della R. Acead. dei Lincei, 1880— 81. 
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viel zu thun übrig. So ist die Frage nach den algebraischen Gleichungen, 
mit welchen die Configurationen zusammenhängen, unseres Wissens noch 
von Niemand in Angriff genommen worden. Hervorzuheben ist auch die 
Frage, durch wie viele ihrer Elemente (Punkte, Gerade und Ebenen) eine 
beliebige Configuration bestimmt ist und wie sie sich bewegt, wenn eines’ 
der sie bestimmenden Elemente seine Lage stetig ändert. Dass die Kum- 
mer’sche Cf. 16, durch sechs ihrer Punkte bestimmt ist und ihre Theorie 
mit derjenigen des räumlichen Sechsecks sehr innig zusammenhängt, ist 


bekannt.(') 
Strassburg ‘/E den 16 Sept. 1882. 


(') Vgl. meine »Geometrie der Lage» IT, 2 Aufl. S. 250—259 und Crelle-Borchardt s 
Journal 86 S. 84 und 209. 
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DIE HEXAEDER- UND DIE OCTAEDER- 
CONFIGURATIONEN (12, 16,) 
VON 


TH. REYE 


IN STRASSBURG j/E. 


l. Die Configuration (12,, 16,), welche zuerst bei den Aehnlich- 
keitspunkten von vier Kugeln bemerkt wurde, (') steht in engen Beziehun- 
gen zum Fünfflach und zum räumlichen Fünfeck. Einerseits‘ nämlich 
bilden die sechs Punkte, in welchen die Kanten eines Tetraëders 4 von 
einer Ebene ¢ geschnitten werden, mit denjenigen sechs Punkten, welche 
von ihnen durch je zwei Eckpunkte harmonisch getrennt sind, die 12 
Punkte einer Cf. (12,, 16,); die 12 Ebenen derselben bestehen aus den 
vier Tetraöderflächen, der Ebene e und den sieben Ebenen e’, welche von 
e durch je zwei Gegenelemente des Tetraéders harmonisch getrennt sind. 
Anderseits bilden die sechs Ebenen, durch welche die Kanten eines Te- 
traëders 4, aus einem Punkte P projicirt werden, mit denjenigen sechs 
Ebenen, welche von ihnen durch je zwei Tetraëderflächen harmonisch ge- 
trennt sind, die 12 Ebenen einer Cf. (12,, 16,), und zwar bestehen deren 
12 Punkte aus den vier Eckpunkten von 4,, dem Punkte P und den 
sieben Punkten P’, welche von P durch je zwei Gegenelemente des Te- 
traöders harmonisch getrennt sind. Wenn P sich bewegt, so beschreiben 
die acht Punkte P’ und P acht collineare, involutorisch liegende Räume. 
Zwei so construirte Configurationen (12,, 16,) können collinear oder reci- 
prok auf einander bezogen werden, indem man die sie bestimmenden 





(1) Vgl. Poncelet, Traité des’ propriétés projectives des figures, 1822, p. 409. 


Acta mathematica, I. 13 
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Tetraëder und Punkte oder Ebenen als homologe Elemente einander zu- 
weist; denn harmonische Gebilde gehen durch collineare oder reciproke 
Transformationen allemal wieder in harmonische Gebilde über. Wir wollen 
zunächst zeigen, dass jede Cf. (12,, 16,) auf beide Arten construirt werden 
kann und dass folglich aus einer solchen Cf. alle übrigen durch collineare 
sowohl als auch durch reciproke Transformationen ableitbar sind. 

2. Die drei Ebenen einer Cf. (12,, 16,), welche durch eine ihrer 
16 Geraden g gehen, enthalten zusammen alle 12 Cf-Punkte, nämlich 
ausser den drei auf g liegenden noch je drei ausserhalb 9 befindliche. 
Zu der Cf. gehört folglich jede Ebene, welche eine Gerade und einen 
Punkt oder auch zwei Gerade der Cf. verbindet, ebenso aber jeder Punkt, 
in welchem eine Gerade und eine Ebene oder zwei Gerade der Cf. sich 
schneiden. Eine Ebene enthält deshalb höchstens vier Cf.-Gerade; dieselben 
müssen sich in ihren 6 Cf.-Punkten schneiden, und keine drei von ihnen 
gehen durch einen Punkt, weil sonst die Ebene mehr als sechs Cf.-Punkte 
enthalten würde. Jede Cf-Ebene wird von mindestens zwölf Cf.-Geraden 
geschnitten, und zwar in jedem ihrer sechs Punkte von höchstens zwei, weil 
sonst durch den Punkt mehr als sechs Cf.-Ebenen gehen würden. Also 
liegen ausserhalb jeder Cf-Ebene genau zwölf Cf-Gerade und in ihr vier 
Gerade und sechs Punkte der Cf.; letztere bilden zusammen ein vollstän- 
diges Vierseit, in dessen Eckpunkten die Ebene von je zwei der übrigen 
12 Geraden geschnitten wird. Ebenso gehen durch jeden Punkt der Cf. 
vier Gerade und sechs Ebenen derselben, und zwar bilden dieselben ein 
vollständiges Vierkant, dessen Ebenen je zwei der übrigen 12 Cf.-Geraden 
projieiren. 

3. Zwei beliebige Ebenen der Cf. (12,, 16,) schneiden sich entweder 
in einer Cf.-Geraden oder in einer »Diagonale» der Cf, welche zwei und 
nur zwei Punkte derselben verbindet; denn jede Cf.-Gerade der einen Ebene 
hat mit der andern einen Cf.Punkt gemein (2.. Jede Cf.-Ebene schneidet 
folglich acht der 11 übrigen paarweise in ihren vier Cf.-Geraden und 
die drei letzten Cf-Ebenen in den drei Diagonalen ihres Cf.-Vierseits; sie 
bildet mit diesen letzteren drei Cf.-Ebenen ein Tetraéder 4, dessen Kanten 
aus sechs Diagonalen der Cf. bestehen. Da die drei Diagonalen eines 
Vierseits sich gegenseitig harmonisch theilen, so sind die 12 Punkte der 
Cf. paarweise harmonisch getrennt durch die Eckpunkte des Tetraéders 4; 
sie können folglich auf die oben (1.) zuerst angegebene Art construirt 
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werden mittelst des Tetraëders 4 und irgend einer der übrigen acht Cf.- 
Ebenen e. Die 12 Ebenen der Cf. (12,, 16,) bilden drei verschiedene 
Tetraëder 4, deren 18 Kanten durch je zwei der 12 Cf.-Punkte harmonisch 
getheilt werden. Jede Fläche eines beliebigen dieser Tetraéder schneidet 
die Flàchen und Kanten der beiden anderen paarweise in vier Geraden 
und sechs Punkten der Cf, und jede Kante desselben schneidet zwei paar 
Gegenkanten der andern in zwei Cf.-Punkten. Die drei Tetraéder 4 bilden 
demnach ein »desmisches System»,(") und je zwei von ihnen liegen auf 
vierfache Art perspectiv bezüglich der vier Ebenen des dritten. Durch 
die 16 Cf.-Geraden geht ein Büschel von Flächen vierter Ordnung, welche 
die 12 Cf-Punkte zu Doppelpunkten haben; drei dieser Flächen zerfallen 
in die Ebenen der drei Tetraëder 4. 

4. Auf analoge Weise bilden die 12 Punkte der Cf. (12,, 16,) drei 
Tetraëder 4, durch deren Flächen die Ebenen der Cf. paarweise harmonisch 
getrennt sind. Aus jedem derselben und einem der übrigen acht Of. 
Punkte P kann die Cf. auf die zweite der angegebenen Arten (1.) con- 
struirt werden; jedes dieser drei 4, ist folglich Poltetraëder von doppelt 
unendlich vielen Flächen zweiter Ordnung, welche den beiden andern 
umschrieben werden können. Aus jedem Eckpunkte eines beliebigen dieser 
drei 4, werden die Eckpunkte und Kanten der beiden übrigen paarweise 
durch vier Gerade und sechs Ebenen der Cf. projieirt; je zwei der drei 
Tetraëder 4, liegen demnach perspectiv bezüglich der Eckpunkte des drit- 
ten. Die drei 4, haben wie die drei 4 die 18 Diagonalen der Cf. zu 
Kanten und bilden gleichfalls ein desmisches System; jedes 4, hat mit 
jedem 4 zwei Gegenkanten gemein. Die 24 Eckpunkte, 24 Ebenen und 
18 Kanten der sechs Tetraëder 4 und 4, bilden die von Herrn Vietor(?) 
untersuchte »harmonische» Cf. (24,, 18,), deren 18 Geraden mit je vier 
harmonischen Punkten und je vier harmonischen Ebenen derselben inci- 
dent sind. 

5. Als Repräsentant der Configurationen (12,, 16,) kann die Wür- 
felconfiguration betrachtet werden, welche ausser den 8 Eckpunkten, 12 





(') Nach der Ausdrucksweise des Herrn Cyparissos Stephanos im Bulletin des sciences 
math. et astr., 2° série t. IIT, 1879. Veronese (Sopra aleune notevoli configurazioni . . . 
in den Memorie della R. Accad. dei Lincei, 1880— 81) nennt sie »tetraedri faseiali». 

(^) Vietor in den Berichten über d. Verhdlgn, d. naturf. Gesellsch. zu Freiburg i. 
Br. VIII. 2, 1882, 
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Kanten und 6 Flächen eines Würfels noch dessen Mittelpunkt M, die 
durch M gehenden 4 Diagonalen und 6 Diagonalebenen und die drei 
unendlich fernen Kantenpunkte enthält (Fig. 1). Die drei Tetraëder 4 
dieser Cf. werden gebildet von je zwei parallelen Flächen und den beiden 
zu ihnen normalen Diagonalebenen des Wiirfels. Die drei unendlich 
fernen Kantenpunkte bilden mit M das eine der drei Tetraëder 4,; die 
beiden anderen werden von je vier Eckpunkten gebildet, die auf den 
quadratischen Würfelflächen einander gegenüber liegen, und ihre Kanten 
sind die 12 Diagonalen dieser 6 Quadrate (Fig. 2). — Die Configurationen 
(12,, 16,) werden auch repräsentirt durch diejenige des regulären Oc- 
taëders, welche aus dessen 8 Flächen, 12 Kanten und 6 Eckpunkten, den 
3 Diagonalebenen, der unendlich fernen Ebene und den unendlich fernen 
6 Punkten und 4 Geraden der Kanten und Flächen besteht (Fig. 3). Wir 
bezeichnen die (12,, 16,) als Hexaëder- oder Octaëder-Configurationen, 
weil sie sowohl collinear als auch reciprok in diejenigen des Würfels und 
des regulären Octaëders transformirt werden können (1.). 

6. Die 12 Flächen der drei Tetraëder 4, einer Würfelconfiguration 
gehören zu der Cf. (12,, 16,) eines regulären Octaëders, welches die Mit- 
telpunkte der sechs Würfelflächen zu Eckpunkten hat (Fig. 2); sie bilden 
die drei mit jenen 4, identischen Tetraëder 4 dieser Octaëderconfiguration, 
aus welcher ganz ebenso wieder die Würfelconfiguration abgeleitet werden 
kann. Ueberhaupt gehört zu jeder Cf. (12,, 16,) eine andere ihr drei- 
fach um- und eingeschriebene, so dass die Tetraëder 4 oder 4, der ersteren 
mit den Tetraëdern 4, resp. 4 der letzteren identisch sind, also durch 
jeden Punkt der einen drei Ebenen der andern Cf. gehen und in jeder 
Ebene der einen drei Punkte der andern liegen. Die 24 Punkte und 24 
Ebenen von zwei so zusammengehórigen Configurationen bilden mit ihren 
18 Diagonalen, d. h. mit den 18 Kanten ihrer Tetraéder 4 und 4, wie- 
derum die harmonische Configuration (24,, 18,). Letztere sowie jede der 
beiden Off. (12,, 16,) ist sich selbst zugeordnet in den 24 centrisch- in- 
volutorischen Systemen, welche je einen Eckpunkt der Tetraöder 4 und 4, 
zum Involutionscentrum und die gegenüberliegende Ebene zur Involutions- 
ebene haben. 

7. Um zwei Configurationen (12,, 16,) reciprok auf einander zu 
beziehen, kann man fünf Punkten P der einen, von welchen die vier 
ersten eines ihrer Tetraëder 4, bilden, beziehungsweise fünf Ebenen e der 
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andern, von welchen die vier ersten ein Tetraëder 4 derselben bilden, als 
entsprechende zuweisen (1.). Da nun die letztere Cf. drei Tetraéder 4 enthält 
und jedes derselben durch 24 Permutationen seiner 4 Ebenen ¢ darstellbar 
ist, ausserdem aber die fünfte Ebene ¢ der Cf. acht verschiedene Lagen 
annehmen kann, so ergiebt sich: Zwei beliebige Configurationen (12,, 16,) 
können auf 3.24.8 — 576 verschiedene Arten reciprok und ebenso oft 
LG) sten 
zwölf verschiedenen Nullsystemen sich selbst zugeordnet; man erhält zwei 


collinear auf einander bezogen werden.(") — Eine Cf. (12 


derselben, wenn man irgend zwei sich schneidenden Cf.-Geraden diejenigen 
beiden zu ihnen windschiefen zuordnet, deren Schnittpunkt in der Ebene 
der ersteren liegt. Um diese 12 Nullsysteme übersichtlich darstellen zu 
können, bezeichnen wir die Punkte und Ebenen der Cf. auf folgende Art. 

S. Sei iklm irgend eine Permutation von 1 2 3 4. Wir bezeichnen 
dann die Punkte der Cf. (12,, 16,) durch die zwolf Ziffernpaare ik, und 
von ihren Ebenen vier durch die Ziffern i = 1, 2, 3, 4, die übrigen acht 
durch die Ternen ikl oder deren cyclische Permutationen, und zwar so, 
dass die drei Tetraëder 4 


, von den Punktenquadrupeln: 


2 21.34 43, 13 24 31 42 und 14 23 32 41 
gebildet werden, die drei Tetraéder 4 aber von den Ebenenquadrupeln: 
1234, 234 143 124 132 und 432 134 142 123. 


Die Punkte ik, il, im liegen in einer Cf-Geraden (v 
ebenso die Punkte ik, li, mi. Die sechs Punkte: 


gl. Fig. 1 und 2); 


ik, il, im, ki, li, mi liegen in der Ebene i, und 
ik, il, im, lm, mk, kl liegen in der Ebene klm = Imk = mkt; 


die sechs Ebenen i, ikl, ikm, k, klm, kml gehen demnach durch den Punkt 
ik. Von den 18 Diagonalen ik ki und ik Im der Cf. schneiden sich ik ki, 
kl lk und Ui il in einem Eckpunkte der drei Tetraéder 4, ebenso ik lm, 
kl im und li km; der letztere Eckpunkt liegt der Ebene /ki und der erstere 
der Ebene m gegenüber, beide sind in Fig. 3 ebenso bezeichnet wie diese 
ihre Gegenebenen. Die Schemata: 





(!) Dieser und der folgende Satz wurden bereits von Herrn Vietor, welchem ich sie 
vor 1'/, Jahren mittheilte, a. a. O. veröffentlicht. 
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kil kberdem ccandio io Rol dom 
ie? atm A AT 


mk ml mi mk Im im 


repräsentiren die 9 Cf-Punkte, welche ausserhalb der Geraden ik il im 
resp. ik li mi liegen, zugleich aber durch ihre 3 Zeilen und 3 Spalten die- 
jenigen sechs. Cf.-Geraden, welche diese resp. Geraden nicht schneiden. 
Die 9 Punkte, 6 Geraden und 9 Ebenen der Cf. (12,, 16,), welche mit 
einer beliebigen Cf.-Geraden nicht incident sind, liegen hiernach in einer 
Fläche zweiten Grades und bilden eine Cf. (9,, 6,). 

9. Die zwölf Nullsysteme A,, B,, C,, in welchen die Configuration 
(12,, 16,) sich selbst zugeordnet ist, lassen sich nun durch folgende Ta- 
belle darstellen: 





1121173 teed 234 143 124 132 432 134 142 123 





A 12 21 34 43 13 24 31 42 14 23 32 41 
A 21 12 43 34 42 31 24 13 32 41 14 23 
A 12 21 43 34 14 23 41 32 13 24 42 31 
A 21 12 34 43 23 14 32 41 24 13 31 42 





B 13 24 31 42 14 23 32 41 12 21 34 43 
B 31 42 13 24 23 14 41 32 43 34 21 12 
B 13 42 31 24 12 43 34 21 14 41 32 23 
B 31 24 13.42 34 21 12 43 32 23 14 41 


C 14 23 32 41 12 21 34 43 13: 24. 31: 42 
41 32 23 14 94 43 12 21 24 13 42 31 
C 14 32 23 41 18:31 24: 42 2 34 21 43 
C 4] 23 32 14 42: 24 31 13 43 21 34.12 | 














Aus derselben ist ersichtlich, dass z. B. in dem Nullsysteme C, den 
Ebenen-1; 2, 9, 4, Dada , 123 die resp. in ihnen liegenden Punkte 
1455325, 299 ee , 43 zugeordnet sind, und folglich den vier 
Geraden 21 24 28, 19 31 41, 34 42 14, 43 13 32 die resp. Geraden 
34 31 32, 43 24 14, 21 13 41, 12 42 23, während. die übrigen acht 
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Cf.-Geraden in C, sich selbst zugeordnet sind. In jedem der zwölf Null- 
systeme sind acht Cf-Gerade sich selbst und die übrigen acht paarweise 
einander zugeordnet. Die beiden Nullsysteme eines jeden der sechs Paare: 


ATA, DE C,C,, ZEE Lalani CC, 


stehen zu einander in solcher Wechselbeziehung, dass die acht Cf.-Geraden, 
welche in einem von ihnen paarweise einander zugeordnet sind, acht sich 
selbst zugeordnete »Leitstrahlen» des andern bilden (vgl. 13.). 

10. Die vier Nullsysteme À, sind paarweise involutorisch und be- 
stimmen zu zweien sechs geschaart-involutorische Systeme 4,4, und zu 
dreien vier räumliche Polarsysteme A,A,A,,,(’) in welchen die Cf. (12,,16,) 
sich selbst zugeordnet ist. Nämlich die Nullpunkte oder Pole einer be- 
liebigen Ebene und die Nullebenen eines jeden Punktes bezüglich der Sy- 
steme A,, A, oder A,, A, A, sind einander zugeordnet in dem involu- 
torischen Systeme 4,4, resp. conjugirt in dem Polarsysteme 4,4,4,. Das 
involutorische System 4,4, z. B. enthält die Punktenpaare 12 21. 42 14. 
31 23. 24 41. 13 32 und seine Involutionsaxen gehen durch 34 und 43; 
das Polarsystem 4,4, 4, hat die beiden Poltetraëder 14 23 42 31 und 
41 32 24 13 und seine Ordnungsflàche enthält die Schaar gemeinschaftlicher 
Leitstrahlen der Nullsysteme A,, A,, A, und die drei paar Involutions- 
axen von 4,4,, 4,4, und A,A,, insbesondere auch die Leitstrahlen 12 21 
und 34 43; durch letztere und durch die Involutionsaxen von 4,4, geht 
auch die Ordnungsfläche des Polarsystems A, 4,4,, von welchem 14 32 4213 
und 41 23 24 31 zwei Poltetraëder sind. Die involutorischen Systeme 
A,A, und 4,4, bestimmen zusammen das System A, A,A,A,, von welchem 
12 21 und 34 43 die Involutionsaxen und 13 31, 14 41, 23 32, 24 42 
vier Punktenpaare sind, und ebenso bestimmen von den drei Systemen 
A,A,, BB, C,C, (resp. 4,4,, B,B,, C,C,) je zwei das dritte; nämlich 
je zwei Punkte, welche in zwei dieser Systeme einem beliebigen Punkte 








zugeordnet sind, sind in dem dritten Systeme einander zugeordnet. Durch 
die letzteren beiden Gruppen von je drei Systemen werden die Punkte 
der Cf. (12,, 16,) zu vieren so gruppirt: 


12 21 34 43, 13 42 31 24, 14 32 41 23; 


(*) Vgl. F. Klein, Math. Annalen II S. 199—226 und meine »Geometrie der Lage» 
I, 2 Aufl, S. 256. 
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diese drei Quadrupel 4, sowie die 3 Tetraëder 4 sind Poltetraëder eines 
räumlichen Polarsystems, in welchem die Cf. (12,, 16,) der zu ihr ge- 
hörigen Cf. (12 
fläche die Involutionsaxen der zweimal drei Systeme und die gemeinschaft- 
lichen Leitstrahlen der einen und der anderen Gruppe enthält (vgl. 16.). 
11. Die zwölf Nullsysteme A,, B,, C, bilden die folgenden neun 
Gruppen von je vier involutorischen Nullsystemen: | 


16,) zugeordnet ist, und dessen imaginäre Ordnungs- 


6? 


À A.A, A,,.:-A,A,B,B,,, 44,00 \.B,B,4,4){B,B.B.BX 
B,B,C,C,, C,C,4,4,, CC,B.B, €,C,6,¢,. 

Von jeder dieser Gruppen gilt dasselbe, was soeben von 4,4,4,4, be- 
merkt wurde; ein beliebiges der zwölf Nullsysteme liegt also mit sieben 
anderen involutorisch. Die 12 Nullsysteme bestimmen demnach zu zweien 
27 — 42 und zu vieren 9, im Ganzen also 51 geschaart-involutorische Sy- 
steme, zu dreien aber 9.4 — 36 Polarsysteme, in denen die Cf. (12,, 16,) 
sich selbst zugeordnet ist. Neun der 51 involutorischen Systeme haben 
je zwei Gegenkanten der Tetraëder 4, zu Involutionsaxen, sechs andere 
mit imaginären Axen werden durch das Schema der Punktenpaare: 


ik ki. Im ml. il mk. dé km. im Ik. mi kl 
dargestellt und die übrigen 36 durch das Schema: 
ik ak. ki ki. Im ml. mk kl. Ik km. ma il. li im. 


Die Ordnungsflächen der 36 Polarsysteme sind alle reell und geradlinig; 
durch je zwei Gegenkanten der 3 Tetraëder 4, gehen vier von ihnen (10.). 
Wählt man von zwei dieser Tetraëder je zwei Eckpunkte, wie 12 2] und 
13 24, deren Verbindungslinien sich nicht schneiden, so bilden diese und 
die übrigen vier Eckpunkte zwei Poltetraëder 12 21 13 24 und 34 43 31 42 
von einem der 36 Polarsysteme (vgl. 10.). Andere Polarsysteme, in wel- 
chen die Cf. (12,, 16,) sich selbst zugeordnet wäre, existiren nicht. 

12. Die gemeinschaftlichen Leitstrahlen der drei Nullsysteme A,, B,, 
C, bilden. keine Regelschaar, sondern eine lineare Congruenz A,B,C,, 
welche die vier windschiefen Cf.-Geraden 

12 13 14, 21 24 23, 34 31 32, 43 42°41 

enthält und durch dieselben bestimmt ist. Die drei Nullsysteme liegen 
folglich in einem Büschel, d. h. die drei Nullpunkte einer beliebigen 
Ebene liegen in einer Geraden und die drei Nullebenen eines jeden Punktes 
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gehen durch eine Gerade der Congruenz. Uebrigens sind durch diese 

3 Nullsysteme die Punkte und Ebenen des Raumes in Tripeln einander 

zugeordnet, wie 12, 13, 14 und 1, 234, 432 oder 21, 24, 23 und 2, 

143, 134, sodass die Nullpunkte der drei Ebenen eines Tripels in drei 

cyclischen Permutationen das zugeordnete Punktentripel bilden. Ganz 

das Gleiche gilt von den Nullsystemen der acht Tripel: 

DIO EB NABONNABOHTAB,OH ABO, ABO, 5478,06; , 

wie aus der obigen Tabelle ersichtlich ist. Die Nullpunkte einer Ebene 
ABB CNC, "bilden folglich 

die drei paar Gegenpunkte eines vollständigen Vierseits, dessen Seiten den 


ng us 
in den drei paar Nullsystemen À 


vier Congruenzen 4,B,C,, A,B,C,, A,B,C,, A,B,C, angehören; ebenso 
bilden ihre Nullpunkte bezüglieh der übrigen sechs Nullsysteme ein voll- 
ständiges Vierseit und die Nullebenen eines beliebigen Punktes ein voll- 
ständiges Vierkant. Durch die sechs Nullsysteme 4, B, CA, D,C, werden 
die Punkte und Ebenen des Raumes zu Hexaëder-Configurationen (12,, 16,) 
gruppirt, deren 16 Geraden zu vieren den erwähnten vier Congruenzen 
angehören. ‚Jeder Ebene einer solchen Cf. sind in den 6 Nullsystemen 
die 6 in ihr liegenden Cf.-Punkte zugeordnet, ferner in den 4 Tripeln 
ANB CN ABC; ABC; A,B,C, die vier paar anderen durch ihre Cf.- 
Geraden gehenden Öf.-Ebenen, und in den 3 involutorischen Systemen 
A A,, B,B,, C,C, die noch übrigen drei Cf-Ebenen. Analoges gilt von 
jedem Punkte einer solchen Cf. Durch die sechs Nullsysteme 4, B,C,A, B,C, 
werden die Punkte und Ebenen des Raumes ebenfalls zu Hexaëder-Con- 
figurationen gruppirt, die aber von den vorigen verschieden sind. 

13. Die acht linearen Congruenzen der eben besprochenen Tripel 
werden durch folgende Tabelle übersichtlich dargestellt: 








A, B, C ARB ua, A BE ANBERO, 


3 3 3 3 4 4 4 3 4 4 4 8 





A,B,C, 12 13 14 21 24 23 34 31 32 43 42 41 
A,B,C, 21 42 32 | 12 31 41: 43 24 14 34 13 23 
ZI OR 43 31 23 34 42 14 21 13 41 12 24 32 
AL IB (Or 34 24 41 43 13 32 12 42 23 21 31 14 




















Die vier Geraden, welche mit einem der Tripel ABC in derselben Zeile 
oder Spalte verzeichnet sind, bestimmen die zugehörige lineare Congruenz. 
Zugleich ist aus der Tabelle ersichtlich, welche acht Cf.-Geraden in jedem 
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der zwölf Nullsysteme sich selbst und welche acht paarweise einander zuge- 
ordnet sind (9.); z. D. in ©, sind die Geraden der ersten und der vierten 
Reihe (4 BC, und A,B,C,) sich selbst und die übereinander stehenden der 
zweiten und dritten Reihe einander zugeordnet, in A, dagegen sind die Gera- 
den der dritten und vierten Spalte (A,B,C, und A,B,C,) sich selbst und die 
nebeneinander stehenden der ersten und zweiten Spalte einander zugeord- 
net. Jede der 16 Cf.-Geraden schneidet nur diejenigen sechs anderen nicht, 
welche mit ihr in derselben Zeile oder Spalte der Tabelle verzeichnet sind. 
Welche Ebene einem beliebigen Cf.-Punkte in jedem der 12 Nullsysteme 
zugeordnet ist, lehrt auch diese Tabelle; z. B. dem Punkte 12 ist in B, 
und zugleich in C, die Ebene 124 der Geraden 12 31 41 und 12 24 32 
zugeordnet, weil letztere von B, und C, zwei Leitstrahlen sind. 

14. Welche von den 18 Kanten der Tetraëder 4 und 4, in jedem 
der 12 Nullsysteme sich selbst, und welche einander zugeordnet sind, 
ersieht man aus folgender Tabelle: 








A b C, 


3 3 3 





A 12 21, 34 43 14 32, 41 23 13 42, 31 24 A, 
B 14 23, 41 32 13 31, 24 42 12 43, 21 34 B, 
C 13.24, 81 42 2 34, 21 43 14 41, 23 32 C. 











A B C 


4 4 4 











Jedes der Nullsysteme A,, B,, C, hat diejenigen drei paar Tetraëderkanten 
zu Leitstrahlen, welche mit ihm in derselben Zeile oder Spalte verzeichnet 
sind; die übrigen 12 Kanten sind paarweise einander zugeordnet, und 
zwar in À,, B, oder C, die übereinander, in A,, B, oder C, die über- 
kreuz stehenden, z. B. in C, die Kanten 12 2] und 14 93, 34 43 und 
41 32, cet. und in C, die Kanten 12 21 und 41 32, 34 43 und 14 23, 
14 32 und 24 42, cet. Ebenso sind in A, die Kanten 14 32 und 13 42, 
41 23 und 31 24, 13 31 und 12 43 cet. einander zugeordnet, in A, 
dagegen 14 32 und 31 24, 41 23 und 13 42 u. s w. — Von den neun 
Paaren Gegenkanten der Tetraëder 4, schneidet ein jedes nur diejenigen 
vier Kantenpaare nicht, welche mit ihm in einer Reihe oder Spalte der 
Tabelle verzeichnet sind; diese vier paar Gegenkanten aber liegen allemal 
auf einer Fläche zweiter Ordnung, weil vier der 8 Kanten die übrigen 
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vier schneiden. Bezüglich der neun Flächen zweiter Ordnung, welche 
hiernach durch je acht der 18 Tetraéderkanten gehen, ist die Cf. (12,, 16,) 
der zu ihr gehörigen Cf. (12,, 16,) und die aus beiden gebildete har- 
- monische Cf. (24,, 18,) sich selbst zugeordnet. 

15. Es giebt sechs und nur sechs Nullsysteme, in welchen eine Cf. 
(12,, 16,) der zu ihr gehörigen Cf. und folglich jedes ihrer Tetraëder 4, 
und 4 sich selbst zugeordnet ist; man erhält eines derselben, wenn man 
zwei windschiefen Tetraöderkanten ihre Gegenkanten zuordnet. Die letzte 
Tabelle (14.) repräsentirt auch diese sechs Nullsysteme, indem jede ihrer 
3 Zeilen und 3 Spalten von einem der Nullsysteme drei Paare einander 
zugeordneter Geraden aufweist; die übrigen 12 Kanten sind Leitstrahlen 
desselben. — Wir wollen mit (ik) die Ebene bezeichnen, welche in einem 
der Tetraëder 4, dem Eckpunkte ik gegenüberliest, sodass also (ik) die 
drei Punkte ki, Im und m! verbindet und in ik die drei Ebenen (ki), (Im) 
und (ml) sich schneiden. Die sechs neuen Nullsysteme können dann auch 
folgendermassen übersichtlich dargestellt werden: 








(12) (21) (34) (43) | (13) (24) (81) (42) | (14) (23) (82) (41) 





A, À, 21 12 43 34 42 31 24 13 32 41 14 23 
BB, 43 34 21 12 dl 42 13 24 23 14 41 32 
GC, 34 43 12. 21 24 13 42 3 A1 32 23 14 











Ad, 21 12 43 34 24 13 42 31 23 14 41 32 
BB; 34 49. 12721 91 42 13 24 32,41 14 23 
C,C, 43 34 21 12 42 31 24 13 41 32 23 14 





Denn z. B. in dem Nullsysteme C, C, sind den Ebenen (12), (21), (34), (43), 
(13),....., (41) die resp. in ihnen liegenden Punkte 34, 43, 12, 21, 
24,....., 14 zugeordnet. Aus dieser Tabelle ist ersichtlich, dass die 
sechs Nullsysteme involutorisch sind; sie bestimmen zu zweien fünfzehn 
geschaart-involutorische Systeme und zu dreien zehn Polarsysteme, und 
zwar ganz dieselben, wie die in gleicher Weise bezeichneten involutorischen 
Systeme (10.). Beispielsweise bestimmen 4, 4, und B,B, das involutorische 
System À, A4, B, D,, dagegen 4,4, und B, B, das System C, C,. Neun von den 
15 involutorischen Systemen haben je zwei Gegenkanten der Tetraéder 4, zu 
Involutionsaxen (10. 11.), die Axen der sechs übrigen sind imaginär (10.). 

16. Drei beliebige von diesen sechs Nullsystemen bestimmen zu- 
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sammen dasselbe Polarsystem wie die drei übrigen; z. B. die Nullsysteme 
B,B,, C,C, und A,A, liefern ebenso wie B,B,,C,C, und A, A, das Polar- 
system, von welchem 12 21 34 43 ein Poltetraëder ist und dessen Ord- 
nungsfläche durch die acht Kanten: | 
ol 24, 13 42, 14 32, 41 23; 31 42, 13 24, 14 23, 41 32 

der übrigen beiden Tetraëder 4, geht. Von den zehn Polarsystemen hat 
das durch 4,4,, BB, und C,C, bestimmte die drei 4, und die drei 4 zu 
Poltetraédern und seine Ordnungsfläche ist imaginär; die Ordnungsflàchen 
der neun übrigen sind reell und gehen durch je vier paar Gegenkanten 
der 4, (vgl. 14.). Jede dieser 10 Ordnungsflächen ist ihre eigene Polare 
bezüglich der neun übrigen, weil in einem beliebigen der 10 Polarsysteme 
die 15 Tetraëderkanten theils sich selbst theils ihren Gegenkanten zu- 
geordnet sind. — Durch die 6 Nullsysteme, 10 Polar- und 15 involu- 
torischen Systeme sind, wie Herr F. Klein a. a. O. zuerst bemerkt hat, 
die Punkte und Ebenen des Raumes nach Kummer’schen Configurationen 
(16,, 120,) gruppirt, deren 120 Geraden aus je acht Leitstrahlen der 15 
involutorischen Systeme bestehen. 

17. Ausser den soeben nachgewiesenen 10 Polarsystemen giebt es 
nur noch zweimal zwölf andere, in welchen die zusammengehörigen beiden 
CH. (12,, 16,) einander zugeordnet sind. Durch je sechs Punkte der 
einen oder der andern Cf, welche ausserhalb einer Ebene ¢ der Cf. liegen, 
geht die Ordnungsfläche von einem dieser 24 Polarsysteme; dieselbe be- 
rührt in den sechs Punkten paarweise die 12 Kanten von zwei Tetraëdern 
4 der Cf. und hat das dritte 4, welchem ¢ angehört, zum Poltetraëder. 
Bei der Cf. des regulären Octaëders z. B. ist die dem Octaëder umschrie- 
bene Kugel eine der 24 Ordnungsflächen (Fig. 2 und 3). Diese 24 Flächen 
sind alle reell, enthalten aber keine reellen Geraden. — Wir haben also eine 
Gruppe von 24 und eine von 10 Flächen zweiter Ordnung, in Bezug auf 
welche die beiden Off. (12,, 16,) zu einander, und ausserdem eine Gruppe 
von 36 Flächen, in Bezug auf welche sie zu sich selbst polar sind. Die 
Flächen einer jeden dieser drei Gruppen sind bezüglich einer beliebigen 
der 70 Flächen theils zu sich selbst theils paarweise zu einander polar. 
Die harmonische Cf. (24,, 18,) ist, wie sich beweisen lässt, nur bezüglich 
dieser 70 Flächen zweiter Ordnung zu sich selbst polar, und in keinem an- 
deren Nullsysteme als den 18 oben angegebenen sich selbst zugeordnet. 

Strassburg ‘/E, den 22 Oct. 1882. 





SUR LES FONCTIONS UNIFORMES D’UN POINT 
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I. Sur les fonctions uniformes d'une variable x. 


1. Soit f(x) une fonction uniforme de la variable x ayant un nombre 
fini de points singuliers @,, &,,... Ay Dans le domaine du point singulier 
a, cette fonction est représentée par une série convergente de la forme 

y= + 

fa) = » AS (Go ae NE am); 

d 

y= — 0 
pour les valeurs de « dont le module surpasse le plus grand des modules 
des nombres a,, 4,....4@,, cette méme fonction est représentée par la 
série 

y=+o 


fle) = >, (C 


y — 
Théoréme I. Les nombres A"? et A, satisfont à la relation 


k=n 


(1) A, = » ADs 
k=1 





(*) La plupart des résultats contenus dans ce mémoire ont été exposés dans un mé- 
moire présenté à l Académie des Sciences le 13 mars 1882. 
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En effet l'intégrale ff) dr prise dans le sens positif le long d'une 


circonférence ayant pour centre le point x — 0 et entourant les # points 
k=n 2 

a, @,....a, est égale à o7i V A; et,si l'on pose  =—, cette même 
— £ An 
k=1 

intégrale se réduit a l'intégrale 


prise dans le sens négatif sur une circonference entourant le seul point 
singulier x’ = 0, intégrale qui est égale à 2zi A,. 

Remarque. La décomposition d'une fonction rationnelle Zr) en frac- 
tions simples résulte immédiatement de l'application du théoréme I à la 


fonction de € 
à 1 1 
RE I i s 


2. Soient C,, C,,.... C, n cercles se coupant ou non, ayant pour 





n* 


centres respectifs les points a,, @, .... *,. Appelons espace E la portion 
du plan des x extérieure à la fois à tous ces cercles; la ligne Z qui 
limite cet espace E consiste en une ou plusieurs courbes fermées composées 
d'ares de cercle. Designons par e(x) une fonction de x uniforme dans 
l’espace E et n'ayant dans cet espace aucun point singulier. (Nous sup- 
posons par conséquent que le point x = co n'est pas un point singulier | 
de g(x)). | 
Théoréme II. La fonction (x) est développable en une série de la 
forme 


k=n v=o 


: il 


k=1 v=1 


convergente en tous les points de l'espace E. 
Pour démontrer ce théorème, considérons l'intégrale 


LR 8 29 quA 
€(&) remm Es ES aS 


rise sur le contour Z dans un sens tel que l’espace E soit a gauche du 
1 I 5 





« 
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point décrivant €, les points x et x, étant deux points quelconques de 


l’espace E. On voit immédiatement que cette intégrale est égale à 
Ba (ele) — oe.) 
Comme le contour d'intégration L se compose d’ares appartenant aux 


circonférences C,, C,,.... C,, l'on aura 





1085295 
: kan 1 
(3) 2ri [e(e) — e) = ¢(é) hes > Ea ds, 
d 


l'indice C, indiquant que lintegrale affectée de cet indice est prise le 
long des ares de la circonférence C, qui appartiennent à la ligne J. 


Pour toutes les valeurs de £ telles que 


(4) mod. (£— a;) < e mod. (z —a,), &.«1 


la fonetion de la variable € est développable en une série unifor- 





—m 


y 


mément convergen te 





(5) Pais 


Or les valeurs que prend & dans l’intégrale affectée de l'indice C, satisfont 


à l'inégalité (4); en remplaçant, dans cette intégrale, par le dévelop- 





(SS te 
pement (5), la relation (3) devient la formule (2) ou l'on fait 


= 


k=n 
1 "e i 
A = Qt) —5— Ÿ o(8) ets dé 


Im La Gu 
[—1 
Cr 
AO tis 1 E y—1 1é 
Ve In e(&(& cm ax) ds 
©; 


3. Le théoréme précédent II est un cas particulier du suivant. 
Théoréme III. Une fonction ç(x) holomorphe dans l'espace à contour 
simple ou multiple situé à l'extérieur de m cercles de centres a,, a,,.... a, 
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et à l'intérieur de m cercles de centres b,, b,,....b, est developpable, dans 
cette portion du plan, en une serie convergente de la forme: 


Ce théorème conduit à la démonstration donnée par M. Bourguet 
de l'expression : 


k=n 
S x 
d(x) EN Gy (—) + oG(a) 
1 * — "y 
k=1 
indiquée par M. Weierstrass pour une fonction uniforme ayant n points 
singuliers @,, @,,....4, à distance finie et un point singulier à l'infini. 
Il suffit pour cela de supposer que les cercles de centres" qi eae 


aient des rayons infiniment petits, que le nombre m soit coal a l et que 
le cercle correspondant ait un rayon infini. 

Remarque. Les développements en série de fractions rationnelles qui 
font l'objet des $ 2— 3 conduisent à des conséquences intéressantes que 
jai indiquées dans les Comptes Rendus des Séances de l'Académie des Sciences 
(Séance du premier mai 1882). 


II. Sur les fonctions uniformes d'un point analytique (X, y). 


4. Soit 
(6) Fo, y) = 


une équation algébrique irréductible représentant une courbe d'ordre m 
et de genre p. Je suppose que, par une substitution linéaire l'on ait 
fait en sorte que le point x — oo ne soit pas un point critique pour la 
fonction algébrique y de la variable x; alors, quand x croit indéfiniment, 


le rapport Y tend vers m valeurs finies distinctes CNG ER; 


v 


Jappelle, comme il est d'usage de le faire, point analytique (x, y) 


22 m* 


le systeme formé par une valeur quelconque attribuée à x et par une 
des m valeurs correspondantes de y. Une fonction de la variable x sera 
dite fonction uniforme du point analytique (x, y) si cette fonction reprend 
la méme valeur lorsque le point (x, y) décrit un cycle quelconque. 
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N 


Soit (a, b) un point analytique non critique; j'appelle domaine 0 du 
point (a, b) l'ensemble des points analytiques que peut atteindre le point 
(x, y) en partant du point (a, 4), x restant assujetti à la condition 


mod. (x — a) € 8. 

M e er 1 

Si le point a est à l'infini on remplacera dans cette definition » — « par DE 
Soit (a, 6) un point critique; les valeurs de y qui deviennent évales 

à b pour x — a se partagent en un certain nombre de systèmes circulaires. 

J'appelle domaine à du point (a, b) relatif à wn de ces systèmes circulaires 

l'ensemble des points analytiques que peut atteindre le point (7, y) en 


circulaire, x restant assujetti à la condition 


partant de (a, D) avec une des valeurs de y appartenant à ce système 


mod. (xz — a) € à. 


5. Pôles et points singuliers essentiels. — Soit (a, b) un point analy- 
tique non critique; il existe un domaine 2 du point (a, b) dans lequel 
il n'y a pas de point critique. Une fonction uniforme f(x, y) du point 
analytique (x, y) sera, dans ce domaine, une fonction uniforme de x. Si 
cette fonction uniforme de x est régulière au point a, nous dirons que la 
fonction f(x, y) du point analytique est régulière au point (a, b). Si, au 
contraire, cette méme fonction uniforme de # admet le point « pour pôle 
ou pour point singulier essentiel, nous dirons que le point analytique 
(a, b) est un pôle ou un point singulier essentiel de f(r, y). 

Lorsque la fonction f(x, y) est régulicre au point (a, b), l'on a dans 
un certain domaine à <o de ce point 


AGE ÿ Aye —a), ; 


v=0 


lorsque le point (a, b) est un pole de f(x, y), l'on a dans un certain do- 
maine 0° <0 de ce point 


v=@ 


fe y)= > A, (2 — a) ; 


y=—4 


le nombre positif entier « est appelé degré du pôle (a, b) et le coefficient 


Acta mathematica. 1. . 15 


114 P. Appell. 


A_, résidu relatif a ce pôle. Enfin, lorsque le point (a, b) est un point 
singulier essentiel de la fonction f(x, y) et qu'en outre il existe un do- 
maine 0” <d du point (a, b) dans lequel il n'y a plus ni pôles ni points 


singuliers essentiels, on a, dans ce domaine 0” 


. ymo 


JEDE > A(z — ay ; 


v=—ao 


dans ce cas, le point singulier essentiel sera dit point singulier essentiel 
isolé, et le coefficient A_, sera appelé résidu de la fonction f(x, y) relatif 
au point (a, b). 


dde x : 1 
Dans les définitions précédentes il faut remplacer (r— a) par — 
T 


quand a — co. 
Supposons maintenant que (a, b) soit un point critique de la fonction 
algebrique y de x et considérons un systéme circulaire de 4 racines 


Uys Yo sU, Se permutant autour de ce point. Si l'on fait 
= "i „'q 
(7) MIET 


ces q racines sont, dans un certain domaine du point (a, 5) relatif au 
systeme circulaire considéré, représentées par le méme développement en 


série 


= 
(8) "T » A cA 


y=0 


Remplacons, dans la fonction f(x, y), © et y par les expressions (7) et 
(8); f(x, y) deviendra une fonction de la variable x’ uniforme dans un 
certain domaine du point z' — 0. Nous dirons que la branche de la 
fonction f(r, y) relative au système circulaire considéré est régulière au 
point (a, b), admet ce point pour pôle ou pour point singulier essentiel 
suivant que la fonction uniforme de z' que nous venons de définir est 
réguliére au point z' = 0, admet ce point pour pôle ou pour point sin- 
gulier essentiel. 

Lorsque la branche considérée de la fonction f(x, y) est régulière au 
point (a, 5); on a, dans un certain domaine du point x’ = 0 
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fe, y= > 42"; 
y=0 


^ 


lorsque le point (a, 0) est un pole pour cette branche, on a, dans un 
certain domaine du point z' = 0 


le nombre entier positif « sera appelé degré du pôle, et le produit qA_, 
sera appelé résidu de la branche considérée de la fonction relatif au póle 
(a, b). 

Lorsque le point (a, 5) est un point singulier essentiel pour cette 
branche de la fonction f(x, y) et qu'en outre il existe un domaine 9 du 
point (a, 5) relatif au systeme circulaire considéré tel que, dans ce do- 
maine, il n'y ait plus ni pôle ni point singulier essentiel de f(x, y), on 
a, pour cette branche, le développement 


y + 00 


JG, y) = » Am 


va—ıa 


valable dans un certain domaine du point r'— 0. Dans ce cas le point 
(a, b) est appelé point singulier essentiel isolé pour la branche considérée, 
et le produit q4 ,, est appelé résidu relatif à ce point. 

Il faut remarquer que, si dans les développements, précédents suivant 


, 


1 
les puissances de 2’, on remplace x’ par sa valeur (x — a) tirée de (7), 


le coefficient de est précisément 4 ,. Nous introduisons le facteur 





LT — à 
q dans la définition du résidu pour donner aux théorémes un énoncé 
général s'appliquant à la fois aux points critiques et aux points non cri- 
tiques. 


Fonctions ayant un nombre fini de points singuliers. 


6. On a d'abord le théoréme suivant: 

Une fonction uniforme du point analytique (x, y) qui n'a d'autres points 
singuliers que des póles est une fonction rationnelle de x et y. 

(Voir Briot, Théorie des fonctions abéliennes, Note B.) 
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7. Voici maintenant la généralisation du théorème I $ I. 


Théorème IV. Soit f(x, y) une fonction uniforme du point analytique - 


(x, y) ayant un nombre fini de points singuliers (a,, b,), (a,, b), ....(a,, On) 
et soient R,, R,,....R, les résidus relatifs à ces points; soit de plus dans 


un certain domaine du point analytique (x — co, lim : 0p) 


y=+o 1 
ye m o) L DER 2 3 
JG y) DE: 2 (2S, Bo tn): 
on a la relation 
(9) De S a eer ch se ee OB 


Pour démontrer cette relation, il suffit d’appliquer le theoreme I a 
la fonction uniforme de x 


Ji) = f(x, y.) + f(z, Ya) I E ELE + f(z, Ym), 


Jus Yas +++ Ym désignant les m valeurs de y qui répondent à la valeur x. 
Il est évident que f(x) est une fonction uniforme de r ayant les n 
points singuliers @,, @,,.... 4, Supposons, pour prendre le cas le plus 
general, que le point singulier (a,, D) soit un point critique autour duquel 
se permutent 4 racines y,, J,,....), On a, dans un certain domaine 
de ce point, 
ydo 


JG, y) = Y A(s — ai) , 


vo 
désignons par © une racine primitive de l'équation binôme 
o! —] — 0. 


Si la variable x fait le tour du point a,, y, devient y, et (r — a,)? est 
multiplié par ©; donc 
v=+» y 


diens dE N 4, (a — a)" 


y= — 
On a de meme 


D ho 
y x y 


J Gs Ys) = » Aw” (% — ax)" ; 


y=—@ 
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et ainsi de suite jusqu'à 


yz + oo 


y 
F@: I) = 2 A,a t P (x — ax): 


y-—o 


Si nous faisons la somme de ces 4 développements 


JADE UEM pg ou ye 


nous voyons que les termes qui contiennent (r — «,) élevé à une puis- 


sance fractionnaire disparaissent et que le coefficient de ——— est yA 
& — dy 


c'est à dire le résidu 7. Ainsi la fonction uniforme f(x) admet le point 


—q? 


singulier a, avec le résidu 4i. 


D'autre part dans le domaine du point co on a 


k=my=+n 
NN er 
OD 


k=zlv=—o 


ER 1 
le coefficient de - dans ce développement est 


d 


VAS eod sls da bust ADDS 


Done en appliquant à la fonction f(x) la relation (1) on obtient 
précisément la relation à démontrer (9). 

Remarque J. Si une fonction uniforme du point (x, y) qui a un 
nombre fini de points singuliers n'a pas de points singuliers à l'infini et 
devient en chacun des m points analytiques éloignés indéfiniment infini- 


: 1 s D 
ment petite de l’ordre de — ou d'un ordre supérieur, la somme des ré- 
p , 


sidus de cette fonction est nulle. En effet, dans cette hypothese, les m 
nombres AU, AP,.... AQ? sont nuls; donc 


R, +R, + +h, = 0: 


Remarque Il. Dans le cas particulier ou la fonction f(r, y) est ra- 
tionnelle en x et y, la relation (9) est l'expression analytique de ce théorème 
de Riemann que la somme des résidus logarithmiques de l'intégrale d'une 
fonction algébrique est nulle. 
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8. Avant de poursuivre cette étude, rappelons quelques propriétés 
des intégrales Abeliennes dont il sera fait usage plus loin. 
Designons par 
“yy 


(10) u(x, y)= | ex, y)d« GI Ep) 


. 
To Vo 


les p intégrales Abeliennes normales de premiere espèce, et par 
9 (u,, u,,.:..u,) ou plus simplement Au,) une des fonctions 6 corres- 
pondantes. A 

L'intégrale Abelienne normale de troisième espèce qui admet les 
deux points critiques logarithmiques (£, 7), (&, 7’) est 








TEEN OfuM(a, y) — uM, 7) + hi. 9 — uc. 7) + hi 
GT usn O[u9(, y) — WOE, 7) -Fh].O0[— w(E, 7) + hi 
ou 


k=p—1 


<> U(x k 31), (à = il 2, sro D) 


les (p — 1) points (x,, y), (& %),... (x, 1, Yp-1) étant arbitraires La 
fonction /I2*. ne dépend en aucune façon du choix de ces (p — 1) points. 
(Voir: Thèse présentée à la Faculté des Sciences de Paris par M. Emma- 
nuel le 5 juillet 1879, p. 21 et suivantes.) 


La dérivée de Vintégrale de troisième espece //Z'. par rapport à & 
D en 


est indépendante de (£, 7’) et des (p — 1) points (x, y,), (v,, %) 


= 


/ pue . r, 
G^, 3, Ya) Désignons cette dérivée changée de signe par Z(& 7): 





ane ? l ae y) — w9(&, 7) + hil 
T ES NT GrP) Rue [d y) (59m / ZUM 
( ) Z(&, 2) dE dé Log = UME, 7) + hi 


Cette fonction Z(£, y) est l'intégrale Abelienne normale de seconde espèce 
qui est finie pour toutes les valeurs de (x, y) excepté pour x = & y = 9; 
en ce point elle devient infinie du premier ordre et son résidu est egal 
à l'unité. Cette même fonction Z{£ x) est une fonction rationnelle du 
paramètre (5, 7) ayant pour pôles les points critiques et les points (+, y) 
et (r,, y,), ces derniers avec des résidus — 1 et + 1. Cela résulte de 
la forme du second membre de l'équation (11) ou du théorème sur 
l'échange du paramètre et de l'argument dans les intégrales de troisième 
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espèce. (Voir Clebsch et Gordan, Theorie der Abelschen Functionen 
p. 120 et suiv). Je rappelle enfin que la fonction Z{£ y) du point 
(r, y) admet p périodes qui sont 


Pit, 9), PE, 2), 55: 0 (6, ») 


la fonction c, étant la fonction rationnelle qui figure dans l'expression (10) 
de lintégrale de premiere espèce u(r, y). 

Cette fonction Z{£ 7) joue dans les recherches suivantes sur les fonc- 
tions du point analytique (r, y) le méme róle que la fonction 





dans les recherches sur les fonctions uniformes de x. (S 1, 2 et 3) Si 


lon désigne par z,, z,,...z, les m valeurs de 7 qui répondent à une 


raleur attribuée à £ dans l'équation F(£, 7) = 0, on a 





H(é, 7,) + Zé, 7) t sc AX In) — = Sir 


Si le point (£ y) coincide avec un point critique, les théorémes pré- 
cédents subissent des modifications que je n’indiquerai pas ici. 

9. Soit R(x, y) une fonction rationnelle de x et y; la formule de 
Roch analogue à la formule de décomposition d’une fraction rationnelle 
en fractions simples (Journal de Crelle, t. 84, p. 294) s'obtient immé- 
diatement en appliquant le théoréme IV (relation (9)) à la fonction ra- 


tionnelle de (£, 7) 
(12) RE, 7). AE, 4). 
Je vais le montrer ici en supposant pour plus de simplicité que la fonc- 


tion R(x, y) soit régulière aux m points analytiques éloignés indéfiniment 
et en tous les points critiques. Soient alors 


(5 GE), 6 ete Core) 


les » pôles de R(x, y), le pôle (a,, 6,) étant d'ordre s,. Dans un certain 
domaine du poirit (a, 5j) on a 
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(k) 
A® A® A; - 
1 2 ee c B... op BOG —ay)+.... 


x — ar (x — ay y "AR (x er a4) k 





RE oy 


Cela posé, la fonction rationnelle (12) de & et 7 admet les » poles 
(a, b) de R(& x) et les pôles de Z(5 7) qui sont les points critiques et 
les points (x, y), (r,, %,). Le résidu de la fonction (12) relatif au pôle 
(a, b,) est 

Qo 4» 


: - A: . em 
AUC Z(a,, by) + AQ j Z'(ax, by) + 5 : Z"(a;, b,) ae i2 E) f VA Yar, by), 
ar) a. (8 — 





en désignant par Z^(a, b) la dérivée d'ordre s de Z(&, 7) par rapport a 


= 


= dans laquelle on a remplacé (&, x) par (a, b). Le résidu de la fonc- 
tion (12) relatif au pôle (r, y) est — R(x, y), et le résidu relatif au pôle 
(r,, w,) est R(r,, 9). La fonction Z{£ 7) a encore des pôles aux points 
critiques, mais les résidus correspondants sont nuls, car l'intégrale 


(13) JA, mas | 


reste finie aux points critiques. De plus la fonction rationnelle (12) est 
régulière aux m points analytiques à l'infini et elle est en chacun de 


: > re : 1 as ‘ 
ces points infiniment petite de l’ordre de =, car l'intégrale (13) reste 
B 
finie à l'infini. Done, d’après la remarque I du $ (7) la somme des 
résidus de la fonction (12) est nulle; ce qui donne la formule de Roch 


k=n (k 
Vv A; 
(14) Ra, y) = R(x, y,) + 2 ET by) + .. + wept? m b, |] 


Puisque le second membre de cette formule est une fonction rationnelle 
de wv et y, ses périodes sont nulles; ce qui donne les p relations connues 


k=n 
(15) y ET by) + AM ¢' (ax, by) +..+ aD 6 CS Des 4 i» | = 0) 


Qm ee END 


Ces relations (15) peuvent d’ailleurs étre démontrées directement en ap- : 
pliquant le théoréme IV du $ 7 aux p fonctions rationnelles 
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10. Proposons-nous maintenant de trouver l’expression la plus géné- 
rale d'une fonction uniforme f(x, y) du point analytique (x, y) partout 
régulière excepté au point singulier essentiel (a, 0). 

Dans un certain domaine du point singulier (a, b) on a 

y= +00 
; 4, 
(17) fe y) = D 
1 pa (e — a) 


Considérons la fonction du point (& 7) 
(16) JE, mA 7); 
cette fonction admet un point singulier essentiel à savoir le point (a, b) 
et le résidu relatif à ce point est égal à 


Ay 
AGE) 


y=1 


Ze (an by 





tel est en effet le coefficient de —l dans le développement de la fonc- 
x — U 


tion (16) suivant les puissances de (£— a). Cette méme fonction admet 
les pôles (x, y) et (a, y,) avec les résidus — f(a, y) et f(x, 5); elle 
admet aussi pour póles les points critiques avec des résidus nuls; enfin 
elle devient aux m points analytiques à l'infini infiniment petite comme 


a En appliquant à cette fonction (16) le théoréme IV, Remarque I, 


on a 


ven 





Ay y— 
(17) fe, y) iy Yo) + » TE 5^ "@ b). 
memet 


Telle est l'expression cherchée de la fonction f(x, y). La série qui sert 
à définir la fonction (17) est convergente tant que le point analytique 
(a, y) est distinct du point (a, b) En effet quand le point (x, y) est 
distinct du point (a, b) on peut toujours développer la fonction (16) en 
une série ordonnée suivant les puissances de (£— a) convergente dans 
un certain domaine du point (a, J). Dans ce qui suit nous désignerons 
par G(x, y | a, 5) la fonction uniforme la plus générale du point (v, y) 


Acta mathematica. ]. 5 16 
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qui admet un seul point singulier, à savoir le point singulier essentiel 
(a, b); une pareille fonction est représentée par la série (17). 

Dans les raisonnements précédents on a supposé le point (a, 5) diffé- 
rent d'un point critique. Dans le cas où le point (a, 5) coinciderait avec 
un point critique autour duquel se permutent g racines formant un sys- 
téme circulaire, on ferait d'abord la substitution 


- 21 he 
£—até, m—=b+7; 


1 


et on égalerait a f(x, y) — f(x,, y,) le coefficient de = dans le développe- 


er 
= 


ment de la fonction (16) suivant les puissances de €. 
Les coefficients A,, 4, .... A, qui figurent dans les développements 
(17) et (17’) satisfont aux p relations suivantes: 


v=o 


(18) A, 


v=1 


(/—10, 
Ci (a, b) Le 
ipo GE RU eee 


(x, y) désignant la dérivée d'ordre (y — 1) de er, y) par rapport a 
x. Les relations (18) résultent de ce que les périodes de la fonction (17) 
sont nulles; on les démontre directement en appliquant le théoréme IV, 
(Remarque I) aux p fonctions 


Je, y)- giz, y) G= 1, 2,.... p) 


11. Les considérations employées dans le paragraphe précédent per- 
mettent d'obtenir de la méme facon l'expression la plus générale d'une 
fonction uniforme du: point analytique (x, y) admettant les » points sin- 
guliers (a, 5), (a, b,),... (a,, b,). Nous supposerons pour plus de 
simplicité, que ces n points sont à distance finie et qu'aucun d'eux ne 
coincide avec un point critique. Soit f(x, y) la fonction cherchée; dans 
un certain domaine du point singulier (a,, b,), cette fonction est, dévelop- 
pable en une double série de la forme 


v=-+o 


(19) F(x, y) = »; 


Y= — 0 


Q) 
4, 


@— ay)" 


Considérons la fonction uniforme du point (&, 7) 


(20) f(& 9). HE, 7). 
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Cette fonction admet comme points singuliers: 1°) les n points (a, b,) 
comme points singuliers essentiels, 2°) les deux points (x, y) et (x,, y,) 
comme pôles, 3°) les points critiques comme pôles. Le résidu de la fonc- 
tion (20) relatif au point (a,, b,) est 


v AS? (D 
Nut Z (ax, bx); 
v=1 


les résidus de cette même fonction relatifs aux pôles (x, y) et (x,, y) 
sont — f(x, y) et f(x,, y,); enfin les résidus relatifs aux points critiques 
sont nuls. Comme on peut appliquer à cette fonction la remarque I du 
théoréme IV, on a la relation 


k—ny-o 


(21) fe, y)-—f(m. Yo) + ^ M qum 


AS) N 
Tr en ar, D 

2..(y — 1) (ar, be); 

ce qui donne l'expression cherchée de la fonction f(x, y) On volt'que 
cette expression est de la forme 


k=n 


fe = Ÿ Ge, yla, 9, 


k=1 


les fonctions G; étant des fonctions telles que (17). 


Les coefficients A“ (i=) 2::2) satisfont aux p relations 


k=ny=0 





28029) ; 
22 N yr (ar, bi NONE 
Ian à 6-13» 


que l’on obtient en appliquant encore le théoréine IV aux p fonctions 


f (a, y) 2 ei, y), (à m 192 Cre D): 


12. L'on peut généraliser les théorémes exposés dans les $ 2 et 3 
de la façon suivante. 

Voici d’abord la généralisation du theoreme de Cauchy sur le 
développement d'une fonction de x holomorphe dans l'intérieur d'un cercle 
de centre a en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de (x — a). 

Theoreme V. Soit (a, b) un point non critique et à un nombre positif 
tel que dans le domaine à du point (a, b) il wy ait pas de point critique; 
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soit de plus f(x, y) une fonction du point analytique (x, y) uniforme et ré- 
gulière en tous les points analytiques situés en dehors du domaine à du 
point (a, b). Cette fonction est développable en une serie de la forme 


(23) Jf, y) = f(x, Yo) +¥ AZRA b) 
. v=l 


^ 


convergente en tous les points analytiques extérieurs au domaine 0. 

En effet, soient (x, y) et (r,, y,) deux points analytiques situés à 
l'extérieur du domaine 9 du point (a, 5); considérons un domaine » du 
point (x, y) et un domaine o, du point (x,, y,) n'empiétant pas l'un sur 
l’autre ni sur 9 et ne contenant pas de points critiques. L’on a l'équation 


p 


(24) ze 7). HE, ds ski n). HE, md + re, 7). ZE, nde = 0, 


^ 


les indices o, p,, 9 indiquant que les intégrales qui en sont affectées sont 
prises dans le sens positif sur les circonférences limitant les domaines 
p; p, €t 2 Pour démontrer l'équation (24) tracons dans le plan des x 
les lacets de premiere espece et les m circuits. (Voir Briot et Bouquet, 
Theorie des fonctions elliptiques, p. 180, fig. 58.) Nous pouvons toujours 
tracer ces lacets et ces circuits de facon qu'ils ne pénétrent pas dans les 
domaines o, p,, 0, et que ces trois domaines soient dans l'intérieur de la 
circonférence des circuits. Cela posé, prenons l'intéerale 


(25) SFE, DZE, mas 


sur le contour fermé constitué par la droite ol, la circonférence du circuit 
dans le sens positif (le sens de la flèche sur la fig. 58), la droite Lo, et 
enfin la suite des lacets ...a,, @,, a,, a, jusqu'au point 0. Comme on | 
peut parcourir ce contour fermé en prenant successivement au départ 

chacune des m racines z,, 7,,....7, correspondant à la valeur initiale 
de &£, lon obtient m valeurs de l'intégrale (25) sur le contour indiqué; | 
je dis que la somme de ces » valeurs est nulle. D'abord, dans chaque 

intégrale, la partie relative à la circonférence du circuit est nulle, car à 

lextérieur de cette circonférence chacune des branches de la fonction 

intégrée est holomorphe et développable en une série convergente de la 

forme 





Sur les fonctions uniformes d'un point analytique (x, 7). 125” 
v=oo 
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puis, les portions d'intégrale relatives aux droites ol et lo se détruisent. 
Il reste donc à montrer que la somme des intégrales prises sur les lacets 
est nulle; or cela résulte de ce que la somme des 4 intégrales relatives 
aux q lacets d'un systeme circulaire de 4 racines se permutant autour 


, 


d'un point critique est égale à zéro. (La démonstration est la méme que 
celle que donnent M.M. Briot et Bouquet pour l'ntégrale d'une fonction 
rationnelle, voir Théorie des fonctions elliptiques p. 174.) Il est d'ailleurs 
évident que la somme des m valeurs considérées de l'intégrale (25) est 
égale au premier membre de l'équation (24); done ce premier membre 
est nul, et la relation (24) est démontrée. La premiere des intégrales 
(24) est égale à 
* — 2mif(z, y), 





la deuxiéme à 
1 + Amf(z,. Yo). 
On a done l'équation 


(20) fe, 0 = fos n) gs [IE DME, mas, 


0 


qui est une équation fondamentale pour la théorie des fonctions d'un 
point analytique. Dans le cas présent la fonction Z(&, 7) du point (& ») 
est une fonction holomorphe de € dans uu domaine 9' > à du point (a, b); 
elle est done développable dans ce domaine en une série uniformément 
convergente par la formule de Mac-Laurin 


(27) ZE, x) -» Eco ROI b. 


Portant ce développement (27) dans la formule (26) on a la formule a 
démontrer (23) dans laquelle 


1 1 ERO, Henr 
(28) onen fe Fe, dé. 


27 


13. Le theoreme V démontré dans le $ précédent peut être généra- 
lisé de la façon suivante, 
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Théoréme VI. Soient (a, b,), (a,, b,),....(a,, b,) des points non 
critiques et 0j, 0,,.... 0, des nombres positifs tels que, dans le domaine 0, 
du point (a, b,), il n'y ait pas de point critique; soit de plus f(x, y) une 
fonction du point analytique (x, y) uniforme et régulière en tous les points 
analytiques situes à la fois en dehors de tous les domaines 6, des 


points (a,, b,). Cette fonction est développable en une série de la forme 


A! 


vo 
k y—1 
ASUS (ax, by) 


=n 
Ÿ 
— 


1 


(29) | Je, y) =f (%, Yo) + 


L 


k 
k 


= 


I 


x 


convergente en tous les points analytiques extérieurs à la fois à tous les 
domaines 0,. 

La démonstration de ce théoréme est en tout semblable à la précé- 
dente et repose sur l'équation 


(30) FE, DAE, rdé + | FE ME, de +) f(é, M)AE, de = 0 
b Po D 


qui est analogue à l'équation (24) et que l'on établit de la méme facon. 

Ces développements en série conduisent, pour les fonctions d'un point 
analytique (r, y) à des conséquences analogues à celles que j'ai indiquées 
pour les fonctions d'une variable x. (Comptes Rendus des Séances de 
l'Académie des Sciences de Paris, Séance du 1” Mai 1882.) Je me re- 
serve d'étudier cette question dans une autre circonstance. 

14. Fonctions ayant une infinité de points singuliers. — Voici, pour 
ces fonctions, la généralisation du théoréme de M. Mittag-Leffler. 

Théoréme VII. Soient une suite de points analytiques tous différents 


(a,b AGE) EG) RE 
tels que 


mob) 0) (I); 
soient, d'autre part 
Ji; n 9); CN) 

une suite de fonctions rationnelles de x et y ne devenant infinies respective- 
ment quaux deux points (a,, b) et (a, b); il existe une fonction uniforme 
Q(r, y) du point analytique (x, y) n'ayant d'autre point singulier essentiel 
que le point (a, b) et admettant pour pôles les points (a,, b,) de telle façon 
que la différence 
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P(x, y) — fe, y) 
soit régulière au point (a,, b,). () 

Supposons que le point (a, b) ne coïncide pas avec un point critique. 
Soit e un nombre réel positif moindre que l'unité, et ¢ un nombre po- 
sitif tel que dans le domaine 9 du point (a, 5) il n'y ait ni un point 
critique, ni le point initial arbitraire (r,, y,) limite inférieure des inté- 
grales Z. 

Les points (a,, b,) situés en dehors du domaine eö du point (a, b) 
sont en nombre fini; parmi ces points se trouvent d'ailleurs les points 
(a,, b,) qui coincident avec des points critiques. Formons la somme des 
fonctions f(x, y) en nombre fini correspondant à ces points (a, b,) situés 
en dehors du domaine ed et désignons cette somme par (x, y). 

Considérons maintenant les points (a,, à) en nombre infini situés 
dans le domaine ed du point (a, 6); dans ce qui suit nous designerons 
plus spécialement ces points par (a,, b) et par f(x, y) les fonctions ra- 
tionnelles correspondantes, Nous allons montrer qu'il existe une fonction 
V(r, y) possédant à l'égard de ces points la propriété indiquée par le 
théoréme. Pour avoir alors la fonction cherchée d (xr, y), il suffira de 
prendre 

De, y) = Fe, y) + V (e, y). 

Avant de commencer la démonstration, il importe d'abord de former 
l'expression. analytique de la fonction rationnelle donnée f(r, y) qui a 
un pôle au point (a, 5) et un autre pôle au point (a, 5). Supposons 
que le déterminant 
o,(a, b) gıla, b) ea, b) .... € Xa, b) 


o,(a, b) yala, b) es(a, b).... oa, b) 


ANGLE 





g(a, b) ga, 5) Pla, b).... 





(') Lors d'une visite que j'ai faite à Berlin au mois de Juillet de l'année 1882, 

M. WizrERSTRASS ma appris quil était depuis longtemps en possession de ce théoréme et 

d'autres dans le même genre. Un mémoire du grand géomètre sur les fonctions que M. APPELL 

nomme fonctions uniformes d'un point analytique, paraîtra prochainement dans les » Acta». 
Le rédacteur en chef. 
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soit différent de zéro. Dans le domaine du point (a, b,) la fonction ra- 
tionnelle f(x, y) est développable en une série de la forme 
A; AA eus 


(e—a,)” &—a)" " x — A, 





) 
Ka, y) = + AY T... 
AQ, Aÿ,.... AY étant des constantes connues. Posons alors 


@) 


ny 


(n, —1 
im m DD 


(81) (ey | 67) = APZE, 9) + APSE, 7) +... + 
+ Ba DER 7 ae NT Do zer Pap): 
les nombres B®, BY,.... B? étant déterminés par les p équations du 
1 2 p P p q 
premier degré 


Boia, b) + BPg'(a, b) +... . + Bei” (a, b) 
@) 
v P3 y) y ny n, —1 = 
AED + APOE D + tiu up ED =0 








(32) 





HN 45 


équations qui expriment que la fonction d(x, y | &, x) est rationnelle en 
x et y. Ces équations (32) donnent pour Bi, BY,.... BY des expres- 
sions linéaires par rapport aux fonctions 


gilé, 2) exe, 7), see € om, 7); 


ces coefficients B®, BY,.... B? sont donc des fonctions rationnelles de 
(E, 7) n'ayant d'autres pôles que les points critiques. En remplaçant ces 
coefficients par leurs valeurs dans l'expression. (31) on obtient pour 
(x, y | & x) une fonction rationnelle de « et y n'ayant d'autres póles 
que les points (& 7) et (a, b); cette méme fonction d,(r, y | & 7) est une 
fonction rationnelle de (£, 7) n'ayant d’autres pôles que les points critiques, 
le point (x, y) et le point (x,, y,). La différence 


Fe, y) — $e, y la, b) 


est une fonction rationnelle de (x, y) régulière au point (a,, 5j) et n'ayant 
plus que le pôle (a, 5); en désignant cette différence par g,(r, y) nous 


aurons 
; gle y | a, b) = fe, y) — gle, y). 


Sur les fonctions uniformes d'un point analytique (x, y). 129 


Cela posé, soient 


des nombres positifs dont la somme est finie, et soit (£, x) un point situé 
dans le domaine ed du point (a, b). Pour toutes les positions du point 


: ee | 
analytique (x, y) situées en dehors du domaine — mod (£— 4) du point 


(a, b) la fonction ¢,(x, y | &, 7) est développable en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de (£—— a). En effet, cette 
fonction d,(x, y | & x) est une fonction holomorphe de & dans le domaine 
ed du point (a, b) si le point (x, y) est situé en dehors du domaine 2 de 
ce point, ou dans le domaine e.mod (#—a) du point (a, 0) si le point 


(x, y) est situé dans le domaine 0 de ce point. Donc, si l'on fait, en 
particulier, (£ 7) = (a, b), on voit que, pour toutes les positions du 


; 1 
point analytique situées en dehors du domaine —. mod (a,—a) du point 


(a, b), la fonction d,(x, y | a, b,) est développable en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de a,—a. Soit cette série 


ale a, oe © d.c, y | a, 5) = Y e — a)".2 IQ, y): 
m=0 


les coefficients A,(x, y) sont des fonctions rationnelles de x et y admettant 
le seul pôle (a, b). En effet d’après la série de Taylor 


1 | a” da, y | & 7) 
2...m de” 





An @, y) = 





(E, 7) = (a 5); 


d" gla, y | €, v) 
WM qe cdm 
rationnelle de (x, y) ayant pour pôles les deux points (5, x) et (a, 4); 
done le coefficient A? (rx, y) obtenu en remplaçant dans cette dérivée 
(E, 7) par (a, 5) n'a plus qu'un pôle, à savoir le point (a, b). Si nous 


© 
ua 


la dérivée d’après la composition de d, une fonction 


posons 
m=m, 

(34) he, y) — Ÿ (a, — ay" Ae, y 
m=0 


Acta mathematica. I. 17 
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cette fonction h,(r, y) possède la méme propriété d'avoir pour seul pôle 
le point (a, b). En écrivant la série (33) 


moa 
d(x, y | a, b) = h(a, y) +), (a, — a)" A(x, y) 
mm, +1 


on peut déterminer le nombre m, de telle facon que pour toutes les 


positions du point (x, y) situées en dehors du domaine = mod (a,— a), 


« | 


le module de 


m s(v) 


(a, — a)" Am (x, y) 


m-m, +] 
soit au plus égal à z, Faisant alors 
Ox, y) = dz, y | e, b) — he, y) 


= fe y) — ghz, y) — (e, v) 
la série 


Viv, y) = b Die, y) 


est absolument convergente et fournit la fonction cherchee Y(z, y). 

En effet, soit (x, y) une position quelconque du point (x, y) différente 
des points (a,, b) et du point (a, b). Il existe un entier »’ tel que pour 
v>y' le point (7, y) soit constamment situé en dehors du domaine 


oO | — 


mod (a, — a) du point (a, b). Les points (a,, b,) dont l'indice est moindre 


que »’ sont en nombre fini, et par suite la somme des fonctions Q,(r, y) 
relatives à ces points est finie; quant aux points (a,, 5) tels que y=y’ 
leur nombre est infini, mais, d'aprés ce qui précéde, on a pour tous ces 
points 
mod @{x, y) Es, 

et la somme des modules des fonctions @(x, y) correspondantes est encore 
finie. 

La différence x, y) — f(x, y) est reguliere au point (a, b,) d’après 
la forme méme des fonctions ®,(z, y). 
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Nous avons supposé plus haut que le déterminant 4(a, 5) est diffé- 
rent de zéro. Si ce déterminant est nul, on remarque que l'un des dé- 


terminants 
ef (a, b) Ei (a, b).... qt" (a, b) 
(o +1) (KH) 
ler UN au "len Diese oe (a, b) 
Tre en ay e gr 
gy (a, b) e * P (a, Dyes ero DC) 
ou Kk prend successivement les valeurs 1, 2, 3.... etc, est different de 


zéro. Car si tous ces déterminants étaient nuls, la fonction rationnelle 
Cig, (@, y) + Cy (m, y) +... + Cpl, y) 
und, € 


‘29 “Ele 
(a, 6) ainsi que toutes ses dérivées; ce qui est impossible. Alors si 
4,(a, 0) Z 0, il suffira, dans ce qui précède de remplacer d,(x y | & x) par 


la fonction 


.. €, sont des constantes convenables, s'annulerait au point 


o» 
ADZ(E, ») + APZ'(5, y) + mn rh yD ) 
LASS ULT Sota on TE my 7 


+ EU. 2yupqugpz t Paley ago LOlG np BOF Po go lp ys 


la suite du raisonnement est identique. 

15. Dans un prochain mémoire: j'indiquerai la décomposition en 
facteurs primaires d'une fonction uniforme du point (x, y) ayant un seul 
point singulier essentiel et n'ayant pas de poles. J’indiquerai en même 
temps quelques théorémes sur les fonctions uniformes doublement périodi- 
ques à points singuliers essentiels, théorémes qui se déduisent des prece- 
dents dans le cas de p= 1... (Voir. au sujet des fonctions doublement 
périodiques à points singuliers essentiels une Note de M. Picard, Comptes 
Rendus des Séances de l’Académie des Sciences, tome LXXXIX p. 852, 
et une Note que j'ai publiée récemment dans les Comptes Rendus de la 
Séance du 3 Avril 1882.) 


Klingenthal 2 Septembre. 1882. 


SUR LES FONCTIONS UNIFORMES D’UN POINT 
ANALYTIQUE (x, y). (SeconD MÉMOIRE). 
PAR 


P. APPELL, 


Maitre de conférences à l'Ecole Normale. 


Le présent mémoire constitue la suite d'un travail publié précédem- 
ment sous le méme titre dans ce Journal. Il contient la décomposition 
en facteurs primaires d'une fonction uniforme d'un point analytique (x, y) 
ayant un seul point singulier essentiel, et une théorie des fonctions double- 
ment périodiques avec des points singuliers essentiels. Je conserverai dans 
ce mémoire les notations employées dans le premier. 


I. Décomposition en facteurs primaires. 


Soient une suite de points analytiques tous différents 


(a, b,), (d, b,), MER (ay, by), On tap 
tels que 


limite (a, bj) — (a, b) pour v — co, 
et une suite de nombres positifs entiers 


mm, di an ET 


19, 22.39 O15) 


Von peut former une fonction uniforme du point analytique (x, y) admettant 
pour point singulier essentiel le point (a, b) et pour zéros les points (a,, b’) 


aux degrés de multiplicité m,.(v == 1, 2, ... co). 
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Pour le démontrer, supposons que le point (a, 5) ne soit pas un 
point critique de la fonction algébrique y de x et que le déterminant 

g(a, b) pa, b) .. . ef? Ya, b) 


o,(a, 6) ¢g’,(a, b).... ef? 1Xa, b) 
Aa, b) = 





A 1D) OAC) ce vera, b) 


soit different de zero. Considerons la fonction 


Le 


&, 7 |” nz, 849,210, 04 Te CAO) 
>. h a, La a, wee À a, b) 
(1) ox, y |& 7) = e" 2 P 


a, b 


2 
où l'on désigne par le symbole E 1 l'expression 
a, b 


1 








(2) E "| = Bue, y) — w%E, 4) + hi] 6|— ua, b) + hil Jue 5 
a, b Gua, y) — w(a,b) + hi] O[— u™E, x) + hi] 


Dans cette fonction (1) déterminons les coefficients À, A, .. A, de telle 
facon que @,(x, y) soit une fonction uniforme du point (x, y). Pour cela 
il suffit d'écrire que cette fonction ne change pas quand le point (x, y) 
décrit les p cycles correspondant aux p périodes de l'intégrale de deuxième 
espèce Z(a, b). On a ainsi les p équations 


(3) mw, 7) — ua, b)] + Agila, b) + Lea, b) +... + Age Wa, b) = 0 
(= LP, ooo D) 


Determinons À,, Ay, ... À, 


lon substitue les valeurs de À, A,,... A, ainsi obtenues dans la fonction 


en fonction de (&, 7) par ces équations (3); si 


(1), cette fonction devient une fonction uniforme du point (x, y) qui admet 
un seul zéro à savoir le point (£ 7) et un seul point singulier à savoir 
le point singulier essentiel (a, 0). 

Cela posé, soit à un nombre positif tel que dans le domaine 29 du 
point (a, b) il n'y ait ni le point initial (x,, y,) limite inférieure des inté- 
grales w(x, y), ni un point critique de la fonction algébrique y de x. 
Désignons par ¢ un nombre positif plus petit que l'unité; les points 
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(a,, b) qui sont situés en dehors du domaine ed du point (a, b) sont en 
nombre fini; formons le produit des facteurs o,(r, y | a,, b) correspondant 
à ces points (a,, b situés hors du domaine ed, et désignons ce produit 
par /L(r, y) Portons maintenant notre attention sur les points (a,, 4,) 
qui sont situés dans le domaine ed du point (a, b) et qui sont en nombre 
infini; dans ce qui suit nous désignerons plus specialement ces points 
par (a, b). Pour toutes les positions du point (x, y) situées en dehors 
du domaine 


mod (a, — a), 


ole 


la fonction 
Log o,(z, y | a, b,) 


est développable en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
positives croissantes de (a, — a): 


(4) Door Gos opti, Us) = 2; (a, — ay pt (z, y). 
p=0 


En effet si le point (x, y) est en dehors du domaine 9 de (a, 6), la 


L 


fonction Log «,(x, y | £, x) est une fonction holomorphe de & dans le 


^ 


domaine 9; et si le point (x, y) est dans le domaine 9, cette méme fonc- 


tion est une fonction holomorphe de € dans le domaine =. mod (x — a) du 
point (a, b). Désignons par ¢,, 2,,.... £,.... des nombres positifs dont 


la somme est finie; on pourra, d'aprés ce qui précède, déterminer un entier 
/, tel que le module de la somme 


H= x 
5 LL (v) f 
(5) 2 (a, — a) px (v, 4) 5 
pel, +1 


soit au plus égal à £z; pour toutes les positions du point (x, y) situées en, 


dehors du domaine — mod (a,— «) du point (a, b). Faisant alors 


Oo | — 


bel 


(6) Le, y) = Yi, a) of (x, 9) 
c u=0 


Sur les fonctions uniformes d'un point analytique (7, y). 135 


on voit que le produit 


y= 20 
(7) Le, y)  [[ oe yl a, b).e 

y-1 
est convergent pour toutes les positions du point (x, y) distinctes du point 
(a, b). En effet, écrivons ce produit de la facon suivante 


y= © 


» Log ex, y | a, b) — v, y) 
ya 


(8) IL (æ, y) = e ; 
soit (x, y) un point analytique distinct de (a, b). Il existe un entier »' 


: 1 
tel que pour »-»' le point (x, y) soit en dehors du domaine — mod (a, — a) 


- 


du point (a b). Alors partageons la somme qui figure en exposant dans 
le second membre de (S) en deux parties: la premiére composée des 
termes dans lesquels » —»', la seconde de ceux dans lesquels »— y. 
La premiére somme est finie comme composée d'un nombre fini de termes 
et la seconde est finie également, car pour y2v’ on a 


mod | Log w/z, y | a, 5) — ya, y) Se. 


La convergence du produit (7) est done démontrée. Remarquons de plus 
que la fonction z(r, y) est une fonction rationnelle de x et y n'ayant 
d'autre pôle que le point (a, b). En effet on a, dans le développement (4), 


: 1 d' Log wa, y | &, 7) 
() Wes... T - 
px 5, y) — 175 il 5 | 7 


Gee 
D 





et les dérivées successives de la fonction 


Log wie, y | &, 7) 


par rapport au paramètre & sont des fonctions rationnelles de (x, y) ayant 
les deux seuls pôles (£, 7) et (a, 6). Comme pour obtenir p,(x, y) il 
faut remplacer, dans ces dérivées, (£, 7) par (a, b), les coefficients p, (x, y) 
sont des fonctions rationelles ayant le seul pôle (a, 5); il en est donc de 
méme de la fonction zr, y). Le produit (7) définit done une fonction 
uniforme /l(r, y) du point analytique (x, y) possédant à l'égard des 
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points (a,, 5) situés dans le domaine ed du point (a, 5) les propriétés 
indiquées dans l'énoncé. La fonction 


Ke, y) == IT, (x, y), y) 
est la fonction cherchée. 
La fonction la plus générale possédant les propriétés indiquées dans 
l'énoncé est 
Ilo, y). Be yep ) 


ou G(x, y | a, b) est une fonction uniforme du point (x, y) n'ayant d'autre 
point singulier que (a, 0). 

Remarque. Si le déterminant d(a, 5) est nul, lon pourra lever la 
diffieulté comme on l'a déjà fait dans la généralisation du théoréme de 
M. Mittag-Leffler exposée dans le premier mémoire. Il suffira de rem- 
placer la fonction qui est en exposant dans l'équation (1) par 


TAS CRA) Sr WAS la CRETA (ru 


où k désigne un entier convenablement déterminé. La suite de la dé- 
monstration est la méme que plus haut. 


II. Sur les fonctions uniformes doublement périodiques à points 


singuliers essentiels. 


Les théorémes généraux sur les fonctions uniformes d'un point ana- 
lytique .(z, y) conduisent, dans le cas particulier où le genre p est égal 
à l'unité, à des théorémes sur les fonctions uniformes doublement pério- 
diques. Je vais indiquer, pour ces fonctions, les principaux théorémes 
analogues à ceux que j'ai exposés dans les recherches précédentes sur les 
fonctions uniformes d'un point analytique. Je supposerai que les fonctions 
uniformes dont je vais m'occuper admettent les deux périodes @ et o'; 
en désignant par 6,(w) la fonction 6, formée avec ces périodes, je poserai, 


avec M. Hermite, 


d log 6,(u) 


A) du 


Sur les fonetions uniformes d'un point analytique (2, y). 137 


et 


Fonctions ayant dans un parallélogramme des périodes un nombre fini 
de points singuliers. 

Soit f(w) une fonction uniforme doublement périodique, ayant dans 
un parallélogramme des périodes un nombre fini de points singuliers. 

Theoreme I. La somme des résidus de f(w) relatifs aux points singuliers 
situés dans un méme parallélogramme des périodes est égale à zéro. 

En effet l'intéerale : 


f£ war 


prise sur le contour du parallélogramme est égale à zéro en vertu des 
relations 


flu + ©) =f (uw), f (wu + ow) =f (x). 


Hemarque. Soit en particulier f(w) une fonction uniforme doublement 
périodique n'ayant dans un parallélogramme des périodes d'autres points 
singuliers que des póles. La décomposition de cette fonction en éléments 
simples par la formule de M. Hermite résulte de l'application du théorème 
I à la fonction doublement périodique de « 


f Qo [Z(w — x) — Zu — «,)], 


r et x, étant deux points quelconques pris dans l'intérieur d'un paral- 
lélogramme des périodes. 
IL Expression générale d'une fonction uniforme doublement périodique 
f(u) n'ayant, dans un parallélogramme des périodes, qu'un point singulier a. 
Dans un certain domaine du point a, la fonction f(x) est représentée 


par une série de la forme 


y= + oo 
1 
(9) f(u) = i IM 


où A, = 0 en vertu du théoréme I. 
Soient æ et x, deux points situés dans le parallélogramme des périodes; 
considérons la fonction de w 


(10) f (u) [Zu — x) — Zu — 2); 


Acta mathematica. I. 18 
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cette fonction est une fonction uniforme doublement périodique de u 
ayant, dans le parallélogramme des périodes, les trois points singuliers 
iy 40 Gy Ae 


, Le premier point # — a est un point singulier essentiel, et 


le residu relatif a ce point est 


y= o0 


AD qe p 
3 UNES [2° NE QE 2e 
y— 1 
les deux autres points u = x et u — x, sont des poles de résidus respectifs 


f(x) et — f(r,). On a done, d’après le théorème T 


^ ^ A, rz (v v), 
(11) y) =f.) +Ÿ [29a — à) — Za — a) 
VET 





ES Zr ZN 
v=1 
on a à 
: AONO NC A, 7), * 
(12) ‘jer 2 (a — æ). 


Telle est l'expression. cherchée. 

On obtiendra de même l'expression la plus générale d'une fonction 
uniforme doublement périodique f(w) ayant, dans un parallélogramme des 
périodes n points singuliers a,, @,,....a,. Il suffit, pour cela, d'appliquer 
le théorème I à la fonction (10). On obtient ainsi, pour la fonction 


cherchée, l'expression 


= A® , , 
(13) F (xv) = f(&) + > » DUNS [2° (a; — x) — 7° (ax — %,)| 
EN E AE 
avec 
ADEME >: 0 SPA? 0; 


Fonctions doublement périodiques ayant dans un parallélogramme des 
périodes une infinité de points singuliers ou présentant des lacunes. 

III. Soit un parallélogramme formé avec les périodes ©, ©’, et, 
dans l’intérieur de ce parallélogramme, un contour fermé C formé d'une 
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ou plusieurs courbes fermées. Appelons espace E la portion du plan 
située à l'intérieur du parallelogramme et à l'extérieur du contour C. 


Designons par f(u) une fonction holomorphe dans l'espace E et admettant 
les deux périodes cw, c', c'est à dire reprenant les mêmes valeurs aux 
points homologues des cótés opposés du parallélogramme; enfin solent 
c et x 


, deux points de l'espace E. L'intégrale 


(14) fF eate — à) — Zu — a,)] du 


prise sur le contour du parallélogramme des périodes est égale à zéro, 
car la fonction de » soumise à l'intégration est doublement périodique. 
D'autre part cette intégrale (14) se réduit à la somme de trois intégrales, 
lune prise le long d'une petite circonférence entourant le point x, l'autre 
le long d'une petite circonférence entourant x, et la troisième prise le 
long du contour C. La premiere de ces intégrales est 2zif (x), la seconde 


2rif(x,); on a done 





1 i 
(15) I@ I m =s— f(u[Zau — x) — Zn — «,)] du. 
zei 


lindice € indiquant que l'intégrale est prise sur le contour C. 

Cette équation (15) définit ainsi la fonction f(x) dans l'espace E et 
dans les espaces homologues au moyen des valeurs que prend cette fonc- 
tion sur le contour C. 

IV. Pour faire une application de la relation (15) supposons que 
le contour C soit obtenu de la facon suivante. Considérons n cercles 
C, C,.... C, situés à l'intérieur du parallélogramme des périodes et 
ayant pour centres les points @, a,,....4, Prenons pour espace E la 
portion du plan située à lintérieur du parallélogramme et à l'extérieur 
de ces cercles; le contour C sera alors formé d'ares de cercles apparte- 
nant aux circonférences C,, C,,.... C,. En désignant par f(w) une fonc- 
tion doublement périodique holomorphe dans l'espace E, on a, pour cette 
fonction, l'équation (15). Or l'intégrale qui figure dans cette équation 
se partage en une somme de  intégrales prises respectivement sur les 
ares des cercles C,, C,,.... C, qui constituent le contour C: 
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(16) F (u)[Z(u — x) — Zu — z,)] du 
/ 
k=n 
= Mu — 2) — Hu — a.) d 
2 [ro (u — 2) (u — 2,)] du, 
EE 


l'indice C, indiquant que l'intégrale affectée de cet indice est prise sur 
les ares du cercle C, qui font partie du contour C. Prenons en particulier 
l'intégrale 


(17) Fu Zu — >) — Zu — z,)) du; 


* 

Cx 
la fonction de u, Z{u — x) — Z(u — x,), est holomorphe dans un cercle 
de centre a, et de rayon supérieur au rayon du cercle C,. Cette fonction 
est done, pour les valeurs de w qui figurent dans l’integrale (17), dévelop- 
pable en une série uniformément convergente 


(48) — Zw—2)— Hu — 2) >> == [Z ay — 2) — 2a, — a,)]- 


Portant ce développement dans l’intégrale (17) on voit que cette intégrale 
devient égale à 
70) 7), 
A; |Z (ax — a) — Z (ax — 2, )] 
ou 


(19) AQ = t v i — fe — ax) f(u) du 


Ent 








e/ 


Cy 


Done enfin on a, d’apres les relations (15) et (16), 


(20) f(x) —f(x,) = > AP[ZO (ax — 2) — Zr — à), 
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ou en posant: 


A = f (%) — > > AP La, — a) 


kznv=o 
k=1 v=0 


(21) f(z) =A + Y BING: — a): 
Remarque I. La somme 
Ay EA Ga M Cue qur) 


est nulle, car cette somme est égale a 


1 


Pru 
A 
^ 





f (w) du. 


Remarque II. Si lon suppose que le nombre » = 1, on voit que 
toute fonction doublement périodique f(w) holomorphe dans l'espace situé 
à lintérieur du parallelogramme des périodes et à l'extérieur d'un cercle 
de centre « compris dans ce parallélogramme, est représentée dans cet 
espace par la série 


vn 


(22) f(u) = A+ M 42a — a). 


. V. Généralisation du théoréme de M. Mittag- Leffler. 


Soient a,, 4&,,....4,,.... des points tous différents situés dans un 
parallelogramme des périodes et tels que, pour y» = co, lim a, — a; soient en 
outre f(x, a), f,(x, a) -... (e, à), .... des fonctions méromorphes double- 


ment périodiques ayant respectivement pour pôles dans le parallélogramme les 

seuls points a, et a; il existe une fonction uniforme doublement périodique 

F(x) admettant le point a pour point singulier essentiel et les points a, pour 

poles, de telle façon que la différence E(x) — f(x, a,) soit régulière au point a. 
La fonction f(x, a) est de la forme 


kn, k=n', 


(aay) = AGL © — a,) + N BÜZO( — a) 
/ à 


di 
k=0 k=0 
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A? + BY = 


La démonstration du théoréme repose sur ce fait que, pour toutes les 
valeurs de x telles que 


la fonction f(x, a) est développable en série suivant les puissances crois- 
santes de (a,-— a): 


fa, gc dee zx. d" fir, a, zd 


1 ds 
= da, dy = € 





On en conclut que l’on peut prendre dans le développement précédent 
| ] PI 


un nombre m, de termes assez grand pour que, en posant 


1 i m=m, (a, HIS m dq? i a, a,) 
I (2) = SAX, a,) EE N \ = ) | J ( - ] 
= — 


1 m 1 
52 P J 
m=0 d L, a,=a 





la série F(x) = V. F2) soit absolument convergente dans le voisinage 
| = 
de tout point x, distinct des points &. Cette fonction F(x) est la fonction 
demandée. La fonction la plus générale possédant les propriétés indiquées 
dans l'énoncé est 
F(x) + G(x | a) 
ou G(r | a) désigne une fonction uniforme doublement périodique n'ayant 


dans un parallélogramme des périodes que le point singulier a. 


VI. Décomposition en facteurs primaires. 


On déduit du théorème précédent la formation d'une fonction uni- 
forme doublement périodique ®(x) admettant les points a, pour zéros de 
degrés n,, (y — 1, 2.... c), n'ayant pas de poles et admettant le point 
a pour point singulier essentiel. Si l’on pose 


n, 
8,(x — aj) ] «a, —azz— 
pla, %) = ER i en M 
4p E 
1 
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la fonction (x) sera de la forme 


n= my, = 4 1 
vo — N, Ÿ ee 2x — a) 
wed 1.2..(m + 1) 
Dx) — 4 | 2.6, (ty) se m=1 


y=1 


les entiers m, étant convenablement choisis. Pour le démontrer, il suffit 


: AMT à 2A À 2» d log’ O@) 
d'appliquer le théoréme V a la fonction GEN en prenant 





x d log ple, ay) 


re, a ») 





dæ 


VI. L'on voit que, dans cette théorie des fonctions doublement 


yeriodiques, la fonction élémentaire analoeue à 
jes, 5 


1 hol 








dans la théorie des fonctions uniformes d'une variable et à Z(€, x) dans 
la théorie des fonctions uniformes d'un point analytique est 


Zu — x) — Zu — a,). 


De méme que Z{é, 7) est une fonction rationnelle de & et 7 admettant les 
deux pôles (x, y), (x, y,) avec les résidus respectifs — 1 et + 1, cette 
fonction Z(u — x) — Z(u — x,) est une fonction doublement périodique de 


u admettant les deux pôles x et x, avec les résidus + 1 et — 1. Le 


0 
théoréme exprimé par l'équation (15) est analogue à un théoréme de 
Cauchy ainsi énoncé: si une fonction f(x) est holomorphe à l'extérieur 


d'une courbe fermée C, on a 





5 5 1 ; 1 1 > 
f) — f) = re] -— |" 


E > E 
Ee— a. &8—i 


C 


Le théoréme énoncé dans la Remarque II du N° IV est analogue à 
un théorème de Cauchy ainsi modifié: si une fonction f(x) est holomorphe 
en tous les points situés à l'extérieur d'un cercle de centre a, cette fonc- 
tion est, pour tous ces points, représentée par le développement 
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2 oa 
a 1 
v=0 da’ 


J’ai indiqué ces analogies dans une Note présentée a l’Académie des 
Sciences de Paris le 9 octobre 1882. Il me reste à ajouter que mon 
illustre maitre M. Hermite dans ses Lecons à la Faculté des Sciences de 
Paris 1882 redigees par M. Andoyer a donné une methode tres-simple 
pour l'étude des fonctions doublement périodiques à points singuliers 
essentiels. 


DEVELOPPEMENTS EN SERIE DANS UNE AIRE 
LIMITEE PAR DES ARCS DE CERCLE 
PAR 


P. APPELL 
a PARIS. 


Exemple I. 
Considérons quatre cercles ayant pour rayon Và et pour centres les 


— s 


Xr esu un 


points 
l'extérieur de ces quatre cercles est 


L'espace situé à 


composé de deux parties 
1°) Une aire finie ABCD qui contient l'origine O. 





2°) Une aire indéfinie. 
Je vais former par la méthode générale indiquée 





dans les Comptes Rendus(') une série de fractions 
rationnelles qui converge dans ces deux aires et qui, 

dans l'aire finie ABCD, a pour somme 1 et dans l'aire indéfinie est égale 
à 0. D’apres la methode générale ce développement sera de la forme 
AD AR? | 

@+1) (ecd 


ncc (1) 4 
A An 





(x i)" 


i 


(1) 
v2 (Gel) 
n=1 
Les coefficients de ce développement sont donnés par les formules suivantes: 


L GE) ds 


(1) 
FF = eo 


DA 





(') Séance du premier Mai 1882. 
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l'indice DA indiquant que l'intégration est faite sur l'are de cercle DA. 
Si l'on pose 


























ie ey 
gell + = e" 
y2 
3 - : Ir E DT 
il faudra faire varier 9 de — d — ^ - Done 
or, 
4 
1 1 1) = 
AU eu RE nBi . ig (— ) Si NT 
OL ITE e" id0= —— . Sin 
AT (J 2) zu() 2)" 4 
37 
zy, 
On trouve de méme 
: 3 (3) NT 
Aue em DA Nena em 
2zi an(V2)" 4 
AB 
n 1 u 1 . MT 
AC = = (2 + 1)" "dz = ——- Sin == 
UE zen(} 2) 4 
BC 
Js 1 Hes i. . NT 
AC? = = (z +4)" de = ee 
amt rn(V2) 4 
‘co 


En portant ces valeurs dans le développement (1) l’on obtient la série 
cherchée 


n=x Sin — 
E 1 1 1 
(2) ie : E ud + + | 


TENCSCOA ERO dee 





Cette égalité (2) a lieu pour tous les points x situés dans l'aire ABCD. 
La série qui forme le second membre est encore convergente dans l'espace 
indéfini situé en dehors des quatre cercles; mais sa somme est alors nulle. 

Dans le cas actuel il serait aisé de sommer directement la série (2). 


En effet remarquant que 





et que la série 
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a pour somme la valeur de — Log (1 — u) qui s'annule avec «, l'on voit 
que la série 
NT 
© Sin — 
/ 1 4 1 
(3) Sy) Names 
u 1 z (1 — x) 
n2 


a pour somme la valeur de 


"RO 
(3) rs (x) 





2m © \1—i—2x 
qui s’annule pour z = co. Cette fonction (3’) est holomorphe à l'extérieur 
du cercle de centre 1 et de rayon yg! elle est représentée par la série (3) 
à l'extérieur de ce cercle. Au point r = 0 la fonction (3’) et, par suite, 


la fonction (3) prennent la valeur V 


Faisant la méme remarque pour chacune des séries partielles qui 
constituent la série (2), l'on voit que cette série a pour somme 


um. » gant Rp TET 
(4) zeal LE: +2 Qu A aay} dai a + à + 2a bee + 2 + | 





SI 2c SI —4 = 2x ?1— 3 + 2x S14 +27 


où il faut prendre pour chacun des logarithmes la détermination qui 
sannule à l'infini. Ces quatre logarithmes sont des fonctions holomorphes 


B 


de x, le premier à l'extérieur du cercle de centre + 1, le second à l'ex- 








terieur du cercle de centre + i, le troisième du cercle de centre — 1, le 
quatrième du cercle de centre — /; de plus chacun de ces logarithmes 
Zi - c . . r . 
prend pour zr = 0 la valeur i Or la fonction (4) peut s'écrire 
6) 1 pop (t + $— 2931 Hi 2ai)(1 + à + De) + à + Pi) 
5 - Log T = - . - 
Wm ^(1—4—2z(1—4— 92zi(1—3 + 2z)(1 — à + 2z2)' 


d'aprés ce qui précéde eette fonction (5) est holomorphe dans l'aire indé- 
finie située à l'extérieur des quatre cercles; mais elle est constante dans 


l 


De 


AT 
aire indéfinie puisqu'elle est nulle à l'infini. Cette méme fonction (5) est 
holomorphe dans l'aire finie ABCD; mais elle est constante dans cette 


cette aire car elle se réduit à 





Log 1; donc elle est nulle dans cette 





Log 1; elle est done dans l'aire ABCD 


aire, car elle est égale à - 


om 


aT 
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égale à l'unité puisqu'elle est égale à l'unité pour x = 0 comme nous 
l'avons vu. 


Exemple IL. 

Pour indiquer un exemple dans lequel l'un des cercles limites 
tourne sa concavité vers lintérieur de l'aire, considérons la surface située 
à l’intérieur du cercle de centre 0 et de rayon 2 
et à l'extérieur des cercles de centres — 1 et + 1 
et de rayon ]. Cette surface se compose de deux 
parties séparées S et S'. Nous allons former une 
série de fractions rationnelles représentant unité 
dans l'aire S et zéro dans $”. 

Soit x un point de l'aire S, on a 


= 1 dz 
(6) bi 


l'intégration étant faite sur le contour de S 











ABCDOEA. 


En partageant l'intégrale en trois parties relatives aux trois demi-cercles 
qui limitent l'aire S, on a 


Dents sapin] CL e dz 
lee Ari J z— x Ori | z— a 


ABC cDO OEA 











Dans la premiere intégrale mod. r < mod. z; donc 


1 Tru a" 
E a ge 
Z 


2 
Cr z z 





dans la seconde mod. (x + 1) > mod. (z + 1) 


Lae EAE. 1 Gol i 
se {re EDG) we eee ee T 








enfin dans la troisieme 
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Portant dans l'équation (6) et développant on a 


3 1 EI WT €. A® 
(7) 1=,-|4 + * (Ar. - + Jl 
n= 





(ie Gaye 


Les valeurs des coefficients sont données par les formules suivantes: 


0 . 
AY = — m 





dz 1 c —nBi. 1 " 
A= [mcg] eo at cm 
ABC 0 
0 
AG” — fe + 1)" "dz = — fe a8=—° HE 1)'] 
L 
(bo us 
0 
Bl Dee eruit 
ÜEA x 





"nuo P | n ait 1 
(8) EN : [5 : \n n 
2 | + AAC ET 


La série qui forme le second membre converge encore dans l'aire S’ 
mais sa somme est alors nulle. 

L'on peut encore ici se rendre compte a priori des propriétés de la 
série (8). Soit posé 


AL E 1 1 
9 (x) = NS —————|—— 
®) ge 2] n 2" (x + I (ee 





n=1 


Cette fonction existe dans les aires S et S'. La série partielle 


oo 


NV 1 "S (em 10 ae 
74, n o" 
1 


n 


définit une fonction holomorphe dans le cercle de centre 0 et de rayon 2; 
cette fonction est la determination de 








log, t® 
qui sannule pour z — 0. La série partielle 
wee T 
2 n G@+1) 
définit une fonction holomorphe à l'extérieur du cercle de centre — 1 et 


de rayon 1; c'est la détermination de 


& 





qui s'annule à l'infini. Enfin la troisieme série partielle est, dans tout 
l'espace situé en dehors du cercle de centre 1 et de rayon 1, égale à la 


détermination de 


Jo 
quU —— A) 
Log 





qui s'annule à l'infini. 

La fonction e(x) est done holomorphe dans les deux aires S et S’ 
et elle est égale dans ces aires à 
2-r« æ 2 —2 


+ Log = 72 + Log 3 











e (a) == Log 5 =; 

les logarithmes ayant les déterminations indiquées. Mais on voit imme- 

diatement que le second membre est indépendant de x et égal à Log (— 1). 
7 

Donc ¢(x) est constant dans les aires S et S'. Pour avoir la valeur con- 

stante de e(x) dans S il suffit de prendre la valeur en un point de S, 





par exemple au point x — ei, s étant positif et infiniment petit. Alors 
2 +e uh : : e z— à 
Log, — est infiniment petit; quant à la somme pers: Log 2 


elle est égale à la valeur que prend au point ei la détermination de 


DOME : Lo ME 4 
Log = 75 qui devient nulle à l'infini, la variable » ne pouvant pas traverser 





la droite AOC. Or la valeur de ce logarithme au point ei est zi. Done 
si x est un point de l'aire S 
g(x) = zi; 


on voit de méme que, dans l'aire S’, 
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o(l®) = — ni. 


Cela résulte encore de ce que la série (9) qui sert de définition à e(x) 
est une fonction impaire. La série (8) étant égale à 





a pour somme | dans l'aire S et 0 dans S. 

Remarque I. Ces exemples ouvrent la voie à d’autres recherches 
sur un mode particulier d'existence des fonctions; l'on voit en effet que 
dans les exemples précédents l’on a composé des fonctions holomorphes 
avec des fonctions à déterminations multiples qui sont ici des logarithmes. 
Je me propose d'examiner si l'on ne peut pas obtenir des résultats ana- 
logues en remplacant les logarithmes par d'autres fonctions à détermina- 
tions multiples comme par exemple 


da 
VP (v) 
ou P(x) est un polynóme. 
Remarque II. Si nous reprenons la série du premier exemple, 








S ee 
ied 1 1 1 1 
f(z) oe / n n ar Un ni n an . \n |? 
T di oi (1 — x) (1 + ie) (1 + x) (1 — ie) 
aS at 


nous voyons que la série d'(x) constituée par les dérivées des termes de 
la série d(x) 


zu LOGE 








4 1 D 1 * a 
LT a) Ara," Gta day" 


est convergente aux mêmes points que la série f(x) et a constamment pour 


1T 


, - dera ie TIMER me 
somme zero. On le vérifie facilement, car si l'on remplace Sin par 
Are ent 
3: (- i —e. * ) l'on n'a plus qu'à sommer des progressions géométriques. 
D'une facon générale, la série f(r) constituée par les dérivées d'ordre 
k des termes de la série (x) est convergente aux mêmes points que cette 
série d(x) et a constamment pour somme zero. 
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Soit alors F(x) une série de fractions rationnelles convergente dans 
les mêmes régions que d(r); la série 


Fla) + 0a) FAG (a) +... FAM) 
(où A, Ay... A sont arbitraires) est une série de fractions rationnelles 


possedant les mémes régions de convergence et la méme somme que F(a). 
Par exemple la serie 


Ha) + 3,0 (2) + AI" in) +... AI) 
possède les mêmes propriétés que d(x). 


Les remarques précédentes conduisent à une autre conséquence. Con- 
sidérons, par exemple, la série 


1 ' 
S@) = = + Aff) 


où À désigne une constante; cette série S(r) est convergente aux mêmes 
5 A À : . 1 
points que g(r) et représente une méme fonction analytique — dans toutes 
x 


ses régions de convergence. Intégrons cette série terme à terme, nous 
aurons une autre serie de fractions rationnelles 


1 
S, (2) = mE T Ad (ac) + C 


convergente aux mêmes points que S(r), mais représentant dans les deux 
régions de convergence de S{x) deux fonctions analytiques differant par 


Pen 1 ps de UE d 
une constante arbitraire à. En effet S,(z) = — - + dans l'espace indéfini 
a 


ros 1 , c : 
extérieur aux quatre cercles; et $S,(z)— — --F 2-4 C dans laire finie 
HA 


1 
ABCD qui comprend l'origine. 

Donc, si une série de fractions rationnelles représente une même fonc- 
tion analytique dans toutes ses régions de convergence et si la série obtenue 
en intégrant la proposée terme à terme est encore une série de fractions 
rationnelles, il peut arriver que cette série intégrale converge aux mêmes 
points que la proposée et représente dans les différentes régions de con- 
vergence des fonctions analytiques differant par des constantes. 





ZUR THEORIE DER QUADRATISCHEN RESTE, 
VON 


ERNST SCHERING. 


Gauss hat durch seine Disquisitiones Arithmeticae die Lehre von den 
ganzen Zahlen zu einer systematischen Wissenschaft erhoben. In diesem 
Werke gibt es wol nur eine Stelle, von welcher man behaupten kann, 
dass die systematische Anordnung durchbrochen ist, nemlich dort wo Gauss 
zwischen die Untersuchung der Congruenzen ersten Grades und der Con- 
gruenzen zweiten Grades die Untersuchung der höheren Potenzreste ein- 
schaltet. Es erscheint mir, anstatt die höheren Potenzreste als das all- 
gemeinere Gebiet, zu welchen die quadratischen Reste gehören, dort zu 
untersuchen, natürlicher, die quadratischen Congruenzen nicht nur für 
Primzahl-Moduln, welche von Gauss fast ausschliesslich behandelt werden, 
sondern auch für zusammengesetzte Moduln vollständig zu erledigen. 

Auf solche Weise erhält man nicht nur eine Reihe neuer Lehrsätze, 
sondern man gelangt auch unmittelbar zu der Charakteristik einer Zahl 
im Gebiete der quadratischen Reste in Bezug auf einen zusammengesetzten 
Modul, dieser Charakteristik, auf welche Gauss bei seinem ersten Beweise 
für das Reciprocitäts-Gesetz in der Theorie der quadratischen Reste erst 
aufmerksam wurde, nachdem er das Reciprocitäts-Gesetz durch Induction 
gefunden hatte. | 

Die Wichtigkeit dieses ersten Beweises, welchen Gauss am 8. April 
1796 gefunden hat (Vergl. meine Bemerkungen Seite 475 zu Gauss 
Werken Band D, ist von DirıcaLer auch dadurch anerkannt, dass er der 
Wiedergabe desselben Beweises in übersichtlicher Form eine eigne Ab- 
handlung gewidmet hat (Crelle’s Journal Bd. XLVII, Berlin 1854, Seite 
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139 bis 150). Es mag deshalb mir gestattet sein, auf einigen Blattern 
den unmittelbaren Beweis eines von mir gefundenen fiir jene von Gauss 
eingeführte Charakteristik geltenden besonders einfachen Satzes zusammen- 
zustellen; eines Satzes, welcher sich dem grossen Meister bei Abfassung 
seiner Disquiss. Arithmm. wie auch später entzogen zu haben scheint, 
wol deshalb, weil er in jenem Werke die Behandlung der quadratischen 
Reste für zusammengesetzte Moduln vermieden hat. 

Da für die Vergleichung der verschiedenen Beweise des Reciprocitäts- 
Satzes der Umfang der benutzten Theorien von besonderer Bedeutung ist, 
so will ich hervorheben, dass im Folgenden von dem Inhalte der Disquiss. 
Arithmm. nichts weiter vorausgesetzt wird als die erste Section, welche im 
Allgemeinen von den Congruenzen der Zahlen handelt, und die zweite 
Section, von den Congruenzen des ersten Grades, bis einschliesslich des 
Artikel 36. 

Der in diesem Artikel bewiesene Lehrsatz lässt sich, mit Hinzufügung 
einer leicht zu erledigenden Vervollständigung so aussprechen: Ist zu jedem 
von mehreren mit einander theilerfremden Moduln A, B, C, D... eine 
beliebige Zahl, beziehungsweise a, b, €, d .. vorgegeben, so lässt sich 
zum Producte ABCD.. der Moduln als neuer Modul immer ein und 
nur ein Rest 2 finden, welcher den einzelnen vorgegebenen Zahlen 4, 
b,c,d.. nach den bezüglichen Moduln A, D, C, D congruent ist: z=a 
(mod. A), z=b (mod. B), z=c (mod. 6)... 

Ausserdem wird nur noch der Artikel 38 vorausgesetzt. Dieser be- 
stimmt die Evrznsche Function c (A), nemlich die Anzahl der positiven 
Zahlen, welehe zu einer gegebenen positiven Zahl A theilerfremd und 
nicht grösser als dieselbe sind. Der Ausdruck für die Eutersche Function 
wird im Folgenden nicht benutzt sondern nur der Begriff derselben. 

Zunächst wollen wir für den Fall, dass der Modul m eine zu- 
sammengesetzte Zahl und dass die Zahl a zu m  theilerfremd ist, die 
Anzahl der Wurzeln x in der Congruenz 


z2=a (mod. m) 


bestimmen. Einige hierzu in enger Beziehung stehende bekannte Sätze 
will ich der Vollständigkeit wegen mit aufnehmen. 
x. 1. Die ungerade Zahl a ist dann und nur dann quadratischer 


Rest zum Modul 4, wenn sie die Form a—=4%k-+ 1 hat. Für diesen 
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Fall besitzt die Congruenz wr=a (mod. 4) zwei von einander ver- 
schiedene Auflösungen nemlich: 
(I) æ—=+1 und 2=—]1 (mod. 4). 

x. 2. Die ungerade Zahl a ist dann und nur dann quadratischer 
Rest zu einer die Zahl 4 übertreffende Potenz von 2, wenn sie die Form 
a— 8k +1 hat. In der That, besteht die Congruenz a zz, (mod. 2°) 
und bestimmt man h durch die Congruenz 





a— x2 
ah =— = (mod. 2:2) 
setzt man ferner tq = À, A9: 
Bon wird 7,%,= all (mod# 2777), . Von der) Potenz... 2°— 2°, ‚gelangt 


man durch Wiederholung dieses Verfahren zu allen höheren Potenzen 
von 2 als Moduln. 

x. 3. Für eine Zahl a von der Form 8% + 1 hat die Congruenz 
ze =a (mod. 2%, wenn z,>2 ist, vier Auflösungen; bezeichnet x, 
eine derselben, so sind: 
(II) = + ,iı=— 2,0=+% +201, g—=— x — 2% (mod. 2%) 


jene vier von einander verschiedene Wurzeln. Die Zahl zr — r,z, wird 
nemlich, weil z und x, ungerade sind, nur dann durch 2%  theilbar, 
wenn entweder zz — zr, oder «+2, durch 2”! theilbar ist. 

N. 4. Ist p eine ungerade Primzahl und ist die durch p nicht 
theilbare Zahl a quadratischer Rest zu p, so ist a auch quadratischer 
Rest zu jeder Potenz von p als Modul. In der. That besteht die Con- 
gruenz a—=xx, (mod. p) und bestimmt man h durch die Congruenz 


s 


a — EX 
22h = ^7 (mod. p), setzt dann x, =a, + hp: 
so wird a2 =a (mod. p") Auf solche Weise gelanet man von der 
cg e e 


Potenz: p'— p durch Wiederholung zu jeder Potenz von p. 

x. 5. Ist p, eine ungerade Primzahl und ist die durch p, nicht 
theilbare Zahl «a quadratischer Rest zu p,, so hat die Congruenz 
zx = a (mod. p,*) zwei Auflösungen; ist x, eine derselben, so sind 
(IIT) 2=+% und «=—z2, (mod. p) 
die beiden von einander verschiedenen Wurzeln, weil zx — x,r, nur 
für diese beiden Fälle durch  p,^ theilbar wird. 
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x. 6. Bezeichnet m eine zusammeneesetzte positive Zahl, hat also 
- , 


die Form 
(IV) m — dup "pa gn 


worin Ps py p.p, von einander verschiedene ungerade Primzahlen 
und 7,, 7, 7,,.. 7, positive Zahlen bedeuten, während 7, auch der 
Null gleich sein. kann, 

bezeichnet ferner a eine zu m  theilerfremde Zahl, 

so hat die Congruenz a2 =a (mod. m) entweder keine oder ¢ (m) 
von einander verschiedene Auflösungen, wenn nemlich 


d(m) = 2^ Iur cA 
(V) d(m)- 2"! für m = 2) 
d(m) = 2^*? für z,7»2 gesetzt wird. 


Das Bestehen der Congruenz | zz -« (mod. m) erfordert, dass a 
quadratischer Rest zu jeder der Primzahlen pj, p,, p,,..p, und 


xt 


wenn — 9 ist, dass noch az 1 (mod. 4) 


Ty 
wenn aber z, >2 ist, dass auch a=] (mod 8) sei. 
Umgekehrt reichen diese Bedingungen auch zur Möglichkeit der Er- 
füllung jener Congruenz aus, denn man braucht nur mit Hülfe des oben 
angegebenen Satzes aus dem Art. 36 der Disquiss. Arithmm. die Zahl x 


so zu bestimmen, 


dass sie je einer der beiden Congruenzen (HI) für jedes A= 1, 2,3, ., 45 


(VI) und wenn 7, = 1 ist, dass sie noch der Congruenz z=1 (mod. 2); 
wenn aber 7, — 2 ist, dass x einer der beiden Congruenzen (D); 


wenn endlich + 


z > 2 ist, dass x einer der vier Congruenzen (IT) genüge. 


Zugleich erkennt man unmittelbar, dass verschiedene Verbindungen 
der für x erforderlichen linearen Congruenzen auch einander nach dem 
Modul m incongruente Werthe für x ergeben, so dass also die Anzahl 
der verschiedenen Verbindungen der linearen Congruenzen gleich der An- 
zahl der Wurzeln der quadratischen Congruenz zw =a (mod. m) ist, 
wie es der Lehrsatz zu Anfang dieser w. 6 ausspricht. 

Beispiel: Es ist &(60)= 4(4.3.5)— 9* — 8; in der That die 
Wurzeln der Congruenz x&=1 (mod. 60) sind æ=+1, +11, £19, 
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+ 29 und von der Congruenz «== — 11 (mod. 60) sind æ= +7, +13, 


+ 17, +23, die Wurzeln, während jede zu 60 theilerfremde Zahl a, 
welche weder congruent + 1 noch congruent — 11 ist, einen quadratischen 
Nichtrest zum Modul 60 bedeutet. 

x. 7. Die Anzahl der zum Modul m theilerfremden quadratischen 
» ; c (m) NT E : : 
Reste ist = dm. ze sich unmittelbar ergibt, wenn man jeden der 


e(m) zum Modul m- gehörenden theilerfremden Reste quadrirt und den 





Rest Modulo m bildet, denn es entsteht dadurch nach dem Lehrsatze 
in x. 6. aus je d(m) der (m) Reste immer wieder derselbe qua- 
dratische zu m  theilerfremde Rest. 

x. 8. Die Anzahl der zum Modul » theilerfremden quadratischen 





: BR, E ; Een e(m) So EA J ) 
Nichtreste ist demnach = e(m) M UG Beispiel: Es ist (60) = 16, 
(60) = 8 und, wie in x. 6. gefunden, gibt es zum Modul 60 nur die 
zwei theilerfremden quadratischen Reste +1 und — 11, die übrigen 


14 theilerfremden Reste — 1, + 11, + 7, + 13, + 17, + 19, + 23, + 29 
sind quadratische Nichtreste zum Modul 60. 
x. 9. Die quadratische Congruenz | «- zr (mod. m) kann man 





als speciellen Fall der bilinearen Congruenz a=yz (mod. m)  auffassen. 
Benutzt man die letztere Congruenz, um für ein gegebenes, zu einem die 
Zahl 2 übertreffenden Modul m  theilerfremdes, a sämmtliche ç(m) 
theilfremden Reste als Werthe der y und z anzuordnen, so ergibt 
sich, dass dies für alle Reste, mit Ausschluss der Wurzeln x, möglich 
ist. Will man aber jene Anordnung auf sämmtliche , ç(m) Reste aus- 
dehnen, so braucht man die quadratische Congruenz nur in die Form 


a=—x (m— x) zu setzen und erhält dann: 
“a=—a,.¢, (mod. m) 
a=—a,.4, 
(VII) A= — 0ı,.dı, 
2t 2V 
= + a) Ge 
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wenn nemlich 


(VIII) TU siet dec idol s T 


die (m) von einander verschiedenen Wurzeln z der Congruenz 
rr--a (mod. m) bedeuten und 


(VIII*) d,-m-—4,a«,-m-—8&,..4 


gesetzt ist. Die Zahl ,,, wird als irgend ein von a, a, Ay 9^, .. 
a1, Xi, "verschiedener zum Modul m theilerfremde Rest ausgewählt, 
wenn solche noch vorhanden sind. Die durch. die obige Congruenz be- 


stimmte Zahl #1, muss dann offenbar von a1, und von den vor- 
2 29 +1 


+1 
genannten dm) Resten verschieden sein. Sind damit noch nicht alle 
theilerfremden Reste berücksichtigt, so sei a1,,, einer der übrigen. Der 
durch die obige Congruenz bestimmte Rest 4,,,, ist dann ein von allen 
2(4& +1) J- 1 vorher schon in Betracht gezogenen Resten verschiedener 
zum Modul  theilerfremder Rest. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens 
werden alle e(m) Reste in der Weise erschöpft werden, dass die in den 
vorstehenden Congruenzen (VIT) auftretenden a und a’ zusammen 
das vollständige System der (m) zum Modul m theilerfremden Reste 


(IX) Uf To, Fa +. Tem) 
ausmachen. 

Multiplieiren wir die entsprechenden Seiten der obigen Congruenzen 
(VII) mit einander, so erhalten wir: 


1 1 
(X) gi — (_ ees STAT s Tom) (mod. m) 


wobei «a als quadratischer Rest vorausgesetzt war. 

Die Zahl 1 ist quadratischer Rest zu m, wendet man sie als Werth 
von a an, so erhält man aus der letzten Congruenz den Lehrsatz: 

x. 10. Das Product der sämmtlichen e(m) zum Modul m theiler- 
fremden Reste ist congruent (— 1)”, 


(XI) Ta Ta Mate Tem) = (— 1): (mod. m). 


142 «3 3 


Der entstehende Rest wird (zufolge x. 6) nur dann zu — l, wenn 
m entweder gleich 4 oder gleich irgend einer Potenz einer ungeraden 
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Primzahl oder endlich gleich dem Doppelten einer solchen Potenz ist. 
Für alle andere Zahlen m entsteht der Rest + 1. In dieser Form hat 
Gauss die Verallgemeinerung des Wirsow'schen Satzes ausgesprochen. 
Disquiss. Arr. Art. 78. Von dem Beweise hat er eine Andeutung gegeben. 


Beispiel: Es ist 1 =—1.59=—11.49=— 19.41 =— 29.3] = 
=7.43=13.37=17.53=23.47 (mod. 60). und 49=—7.53= 
— 13.47 =— 17.43 =— 23 37 =1.49=11.59=19.31=29.41. 


x. 11. Wendet man die bilineare Congruenz b=y.z (mod. m) 
auf einen zu m theilerfremden quadratischen Nichtrest 5 an, um ent- 
sprechend wie in x. 9. das vollständige System der theilerfremden Reste 
für den Modul m zu ordnen, so treten keine Ausnahmefälle wie bei 
einem quadratischen Reste a ein, sondern in allen Congruenzen ist das- 
selbe Vorzeichen anzuwenden und man erhält 


b=8, .ß, (mod. m) 
b — 6; : B. 
(XII) =, .ßB, 


Hier bilden die E 


ordnung das vollständige System der zum Modal m  theilerfremden 


poo Pu P. us wieder in einer besonderen An- 


teste 97.9, 6%; ... Tu.  Multiplicirt man die entsprechenden Seiten 


dieser Congruenzen mit einander und berücksichtigt x. 10, so erhält man 


T Leim 9 2 2 o vida 
CLÉ) ANNE go NT er Bat MT. Tytm =(— 1)? (mod. m). 


Beispiel: Rs” ist (modulo C0 MENT = Il NT = 13.19 = 93729 
81.374147 =43.49=58.59 und II=1.11=7.53=13.47 = 
=17.43=19.29=23.37=31.41=49.59. 

Die Vergleichung der x. 9, 10, 11 gibt den 

N. 12.  LznmsATZ. Ist a zum Modul m  theilerfremder qua- 
dratischer Rest, so wird 





(XIV) ai — + 1 (mod. m). 
Ist a zum Modul m theilerfremder quadratischer Nichtrest, so wird 


-X7 I (m) en lo(m) 1 
(XV) a = (— 1)? (mod. m). 
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Hat die bilineare Congruenz a=y.z (mod. m) in ganzen positiven 
unter m liegenden Zahlen y und z, von welchen y kleiner als z 
ist, 3elm) Auflösungen, so muss a  quadralischer Nichtrest zu m sein. 

Beträgt die Anzahl jener Auflösungen aber weniger als 3¢(m) und 
ist a  theilerfremd zu m, so muss a  quadratischer Rest zum Modul 
m sein, und die Anzahl jener Auflösungen wird 3¢(m) — 5d(m) betragen. 
Beispiel: Wenn jede der zum Modul 60 theilerfremden Zahlen quadrirt 
wird, so entsteht entweder der Rest 1 oder 49, also ist 7 quadratischer 
Nichtrest zu 60. Es ist 3£(60)= 8, 3¢(60)=4, 7°=(—11)* = 
= 14641=1=(—1)* (mod. 60). 

Es ist (mod. 50): 

=—1.49=3.7=7.43=9.39=11.41=13.27=19.29= 
=21.31=23.37=33.47;, 3=1.3=7.29=9.17=11.23=13.31= 
=19.37=21.43=27.39=33.41=47.49; ferner ist 3£(50) = 10, 

(50 = 1, 11°— 161051=1 (mod. 50) also 11°=+1 und 
19? (mod. 50) aber 31° = 59049 =— 1 = (— 1)™. 

x. 13. Ausser der bilinearen Congruenz a=y.z (mod. m) bietet 
für eine auf die Zahl «a sich beziehende Anordnung der Reste zum 
Modul m die lineare Congruenz mit «a als constanten Factor, zum 
Beispiel a.u=v (mod. m), Gelegenheit. Wählt man der Einfachheit 
halber für # der Reihe nach die positiven unter den absolut kleinsten 
zum Modul m theilerfremden Reste, sie mögen mit 7,5 7,,;..T1ç be- 
zeichnet werden; so werden die zugehörigen v zum Modul m theiler- 
fremd, und einander weder unmittelbar noch nach theilweiser Aenderung 
des Vorzeichens congruent sein. Nimmt man für v auch absolut kleinste 


r "D 


Reste, für r absolut kleinste positive Reste und setzt 


19:494 en 
a.r,=nr, (mod. m) 
(XVI) GT =7,1r, 
) 2 — 7T, 
; gr = "d 
a. 7 3e(m) as 1 em)! 3e(m) 


indem man für %,, 7,..7,,4, Keine andere Werthe als + 1 oder — 1 


zulässt, so sind also die Zahlen »’,, #5, .. v',,,,, abgesehen von der 
Reihenfolge dieselben wie 17,, 7, .. rie X Multiplieirt man die ent- 
sprechenden Seiten dieser Congruenzen mit einander, dividirt dann die 


beiden Seiten der entstehenden Congruenz durch das zum Modul m 
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theilerfremde Product 751%, lm, "edens en Dice 50 
erhält man 
1 
7 2ç(m) __ 3 à 
(X VII) a UU] es atm) (mod. m) 


und demnach unter Benutzung von x. 12 den 

x. 14. LzumsaTz: Die Anzahl x(a, m) der aus den Producten von 
a multiplicirt in die positiven absolut kleinsten zum Modul m__ theiler- 
fremden Reste sich wieder für den Modul m ergebenden absolut klein- 
sten aber negativen Reste oder die Anzahl der in absolut kleinsten positiven 
Resten u, v dargestellten Lösungen der Congruenz a.u+ v — 0 (mod. m) 
wird eine gerade Zahl wenn a zum Modul m theilerfremder quadratischer 
Rest das heisst die Congruenz | a vr (mod. m) lösbar ist, dagegen wenn 





diese Congruenz nicht lösbar, sondern wenn a zum Modul m theiler- 
fremder quadratischer Nichtrest ist, so wird jene Anzahl — z(a, m) . mit 
4¢(m) das heisst mit der Anzahl der in absolut kleinsten positiven Resten 
dargestellten Lösungen w der Congruenz aa=ww (mod. m) gleichzeitig 
gerade oder ungerade. 


(XVII) a"=+1=(—1)%" (mod m), wenn a theilerfremder -qua- 


dratischer Rest zu m; 


le LY (n € * E 
(XIX) © ar = (— 180» =(— 1)" "9... (mod. m), wenn a theilerfremder qua- 


dratischer Nichtrest zu m. 


Für den besonderen Fall, dass m eine ungerade Primzahl ist, geht 
dieser Satz in den von Gauss Januar 1808 aufgestellten Lehrsatz über, 
auf welchen er seinen dritten Beweis des Reciprocitits-Gesetzes gründete 
(Art. 3. Seite 4, Band II meiner Redaction von Gauss Werken). Mein 
in der hier vorliegenden Abhandlung geführte Beweis geht für jenen be- 
sonderen Fall in den Beweis über, welchen DiricnLer für den GAvss'schen 
Satz in seinen frühesten Universitäts-Vorlesungen zu geben pflegte. 
Beispiel. Für den Modul 60 ist 49 theilerfremder quadratischer Rest, 
aber 7 theilerfremder quadratischer Nichtrest, 3¢(60) = 8, 34(60) = 4, 
49® = 112° = (11°) = (140417 = 1, 7°= 11° zl, 749, 60) = 8, 
7(7; 60) = 4, 49.1=— 11, 49.7=—17, 49. 11=—1, 49.13=— 23, 
uuo a ROM ES 0 0 25 = — qa; 9729 — 19, 


Acta Mathematica. I, 21 


a 
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1.1= 7,027 EM el, 2:13 = I de 
ea erde TIER Für den Modul 50 ist 
11 — 197^, also 11 theilerfremder quadratischer Rest aber 7 theilerfremder 


quadratischer Nichtrest, 3£(50) = 10, 326560) — 1, 11"=11’-’= 
=16105l1’=1, 7°=(— 1) =—1, (11, 50)—6, (7, 50)=5, 
11.1=11, 11.3=—17, 11.7=—23, 11.9=—1, 11.11=21, 
11.13=—7, 11.17z— 18, 11.19=9, 11.21=—19, 11.23=3, 
1.1=17, 7.3=2]l, 7.7 =—], 7.9=13, 7.1=—323, 7.13= 


=--9, 7.7=19, 7.19=— 1%, 7.21=—3, 7.23=11. 

x. 15. Multiplicirt man beide Seiten so wie den Modul m in den 
Congruenzen (XVI) mit derselben positiven Zahl 9, setzt M — om und 
beachtet, dass die Gesammtheit der Producte 


^ 
. 0 


© 
I 


? 2 Y 
OTT oe ET, om) 


die vollständige Reihe derjenigen zum Modul M gehörenden positiven 


absolut kleinsten ie zu Reste bilden, welche mit .M den erössten 
7 Ô 7 e 


gemeinsamen Theiler 2 besitzen, so erhält man den Satz: 


Die zu Eingang der x. 14 definirte Anzahl x(a, m) oder dU 7) 


M 


ist auch gleich der Anzahl der absolut kleinsten negativen Reste, welche sich 
für den Modul M aus den Producten der zu M theilerfremden Zahl a 
multiplicirt in die zum Modul M gehörenden mit ihm den grössten gemein- 


>) Resten 


samen Theiler ©  besitzenden positiven absolut kleinsten ie 
0 


ergeben. 
N. 16. Die zum Modul M gehörenden absolut kleinsten nothwendig 
positiv zu nehmenden Reste also die natürliche Zahlenreihe 





2 M — 1 1 
entweder (XX) 1, 2, 3, 4, ... 3 wenn M ungerade ist, 
au M H 
oder (XXT) 1, 2, 3. 4, ... ——1, wenn. M gerade ist, 


= 


kann auch aufgefasst werden als die Gesammtheit derjenigen zum Modul 
M gehörenden absolut kleinsten positiven Reste, welche mit M je einen 
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Mines er ir . | 
von allen unter y liegenden Theilern 2 der Zahl M als grössten 


2 
gemeinsamen Theiler besitzen. 

Multiplicirt man mit der zu M  theilerfrenden Zahl «a jede Zahl 
des obigen Resten-Systems (XX) oder (XXI), bildet von diesen Producten 
die absolut kleinsten Reste für den Modul M, wendet die hier ange- 
deutete Gruppirung jener Zahlen nach ihrem jedesmaligen mit M ge- 
meinsamen grössten Theiler an und benutzt den in x. 15 aufgestellten 
Satz, so findet man den 

N. 17. Lehrsatz: Die Anzahl Hfa, M) der absolut kleinsten negativen 
Reste, welche in Bezug auf den Modul M den Producten 





M— 1 
entweder @.1, a.2, a.3, ....a——, wenn. M ungerade, 
^ M 
oder I aar. Aare: al-— 1], wenn M.. gerade, 


congruent sind, wird, wenn die Zahl a zu M theilerfremd ist, gleich 


(XXII) uto, M) = Yyf 55) = Vaio. m), 1<0< 
G6 


9 — m<M = mo 


worin die eine Summation über die sümmtlichen unter - liegenden Theiler 


9 des Modul M, die andere Summation über die sämmtlichen die Zahl 2 
übertreffenden Theiler m des Modul M auszudehnen‘ ist. 

Wählt man in diesem Satze die Zahl a — — 1 und berücksichtigt, 
dass z(— 1, m) = ie(m) ist, so erhält man den Eurer’schen Summation’s 
Satz für die e Function. Von diesem Satze werden wir hier aber 
keinen Gebrauch zu machen haben. 

60 


Beispiel. Es ist: H(7, 60) = 13, Vy(7,%) = 77, 60) + 77,30) + 
= 0 


+ (7,20) + (7,15) + x (0,12) + x (0,10) + z(7, 6) + 77,5) + 3054) + 
a ee 2 2 ; 
9 
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- 
x. 18. Ist. M gerade, so wird für ein ungerades a 


= 


entweder as=+s>0 und (s -— ) = M... s > 0 (mod. M) 


oder as=—s < 0 und (2 = jJ =— +s <0 (mod. M) 


worin s und s’ positive unter — liegende Zahlen bedeuten. 


Die absolut kleinsten negativen Reste werden also nicht anders als paar- 


weise auftreten können, wenn jedes s von Mn s verschieden also 2d 
ungerade ist. 
Für ein geradzahliges M wird 
fg 
a Le + E (mod. M), wenn a=1 (mod. 4) ist, 
M | 
a SaaS (mod. M), wenn a=3 (mod. 4) ist. 


Wir erhalten demnach den Satz: 
Für einen geradzahligen Modul M und für ein ungerades a wird 
die Anzahl H(a, M) der den Producten 


Css ae, Bee ETE «.(F—1] 


2 

nach dem Modul M  congruenten absolut kleinsten negativen Reste 

eine gerade Zahl sein, H(a, M)=0 (mod. 2) wenn M=2 (mod. 4) 

oder wenn zugleich M=0 und a=1 (mod. 4) ist; 

dagegen wird sie ungeradzahlig, H(a, M)=1 (mod. 2), wenn zugleich 
M=0 und a=3 (mod. 4) ist. 

Beispiele: cH(7,-30) — 8,2 H(5; 12) —29, Ele, 60). 

x. 19. Aus der Verbindung der Lehrsätze in x. 17 und 14 folgt 


(XXIII) (a, M) = Dr m) = Ÿ” id&(m) (mod. 2) 


m 
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worin V sich auf alle, die Zahl 2 übertreffenden, Theiler m von 
Zu 
m 
M, dagegen Ÿ sich nur auf diejenigen die Zahl 2 übertreffenden im 
— | 
m 


Modul M enthaltenden Theiler m bezieht, zu welchen «a  qua- 
dratischer Nichtrest ist. 

Wir haben also den Lehrsatz: Die Anzahl Ha, M) derjenigen abso- 
lut kleinsten negativen Reste, welche nach dem Modul M den Producten 


M—1 


entweder 4.1, «.2, a.8, .. a——, wenn M ungerade, 
2 
9 € M 

oder Gols he, Sal li wenn M. gerade, 
- 


congruent sind, wird, für ein zu M  theilerfremdes a, gleichzeitig ge- 
rade oder ungerade mit der Gesammt-Anzahl aller in absolut kleinsten 
positiven Resten modulo m dargestellten Lösungen w der Congruenzen 
1=ww (mod. m) für die ganze Reihe derjenigen Moduln m, welche 
grösser als 2 und Theiler von M sind und zu welchen a quadratischer 
Nichtrest ist. 

Beispiel: Es ist 7=1.1 (mod. 6 und mod. 3) für alle anderen 
Theiler von 60 ist 7 quadratischer Nichtrest. Ferner ist 1=1.1 (mod. 4 
und mod. 5 und mod. 10, 1=1.1=5.5 (mod. 12), 1=1.1=4.4 
Goods) 1=1.1-9.% (mod 20) 1=1.1=11.T11 (mod. 30); 


1=1.1=11.11=19.19=29.29 (mod. 60) also Yid) = 36(4) + 
4 M) + (10) + (12) + 15) + 3020) + 16080) + 16060) = 1 + 
eee te uoo eae endlichsist (7, 60) — 1915 
(mod. 2). 

x. 20. Wir beschränken jetzt unsere Untersuchung auf den Fall 
eines ungeraden M, welches also in der Form 


(XXIV) M=P'P# Po. p^ 


von einander ver- 


y 


dargestellt werden kann, worin P,, P,,.. P,,..P 
schiedene positive Primzahlen und @,, &,,..&,..€ 


v 


irgend welche posi- 
tive Zahlen bedeuten. Aus der Congruenz (XXIII) folgt dann, wenn 
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wir auch noch die in x. 6 gefundene Bestimmung von dm) und die 
übrigen dort ausgesprochenen Lehrsätze anwenden, die Congruenz: 


(XXV) H(a, M) = Nue. m) = » Im) = > Ilm) = > e, (mod. 2). 
m m m A 


Hierin erstreckt sich die Summation N über alle Theiler m von 

M, die Summation > über alle diejenigen in M enthaltenen Theiler 
m 

m, zu welchen «a quadratischer Nichtrest ist, die Summation > über 

alle diejenigen in M enthaltenen Theiler m, welche je einzeln keine 

verschiedene Primzahlen enthalten und zu welchen «a —quadratischer 


"t 


Nichtrest ist, endlich die Summation Diss über die in der Darstellung 
A 
(XXIV) von M vorkommenden Exponenten derjenigen Primzahlen P,, 
zu welchen die Zahl «a  quadratischer Nichtrest ist. 
11 
Diese letzte Summe \% e, bedeutet auch die Anzahl aller derjenigen 
Zu 
À 


gleichen und ungleichen in M enthaltenen Primfactoren, zu welchen a 

quadratischer Nichtrest ist. Die Congruenz (XXV) gibt also den Lehrsatz: 
Die Anzahl H(a, M) derjenigen Producte 

M — 1 

m 


Due 9 
= 


welche absolut kleinsten negativen Resten für den ungeradzahligen Modul M 
congruent sind, wird für ein zu M theilerfremdes a gleichzeitig gerade 
oder ungerade mit der Anzahl aller derjenigen gleichen und ungleichen in M 
enthaltenen Primfactoren, zu welchen a quadratischer Nichtrest ist. 
Beispiel: Es ist H(7,45) = 9, Si 4¢(m) = 19(5) + 19(15) + 3945) = 
= 1-24 2— 5; Vy) = à9(5) = 12529 (mod.2) für a— 7, 
dl - 
M — 45. Dagegen für a — 11, M — 45, wird H(11, 45) = 10, 
2,0») = WG) + 1(9) + (15) + MS) = 1 +1 +2 +2 —6 


a 


3, 9) = a4(3) + 409) = 1+ 1=2=6=10 (mod. 2) 
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N. 21. Es mag noch bemerkt werden, dass die oben benutzten 
Potenzen von a und 5 mit dem Exponenten 3¢(m) nicht wesentlich 
für diese Untersuchung sind, sondern hier nur gebraucht wurden, um an 
die üblichen Betrachtungen anzuschliessen. Ohne Herbeiziehung derselben 
wird die Entwickelung noch einfacher. Man hat dann den folgenden 
Lehrsatz aufzustellen: 

Die Anzahl aller Lösungen der Congruenzen 








(XX VI) (5 r) =a (moa. 5) in ganzen positiven unter = liegen- 
0 


0 
den Zahlen x, 


(XXVII) 1= — (5 — «| (mo 3) in ganzen positiven unter M lie- 
0 0 20 
genden Zahlen x', 
au P. re MS =. 
(XXVIII) au=—v (mod. M) ın ganzen positiven unter — liegenden und 


a 


mit M denselben beliebigen grössten unter 


Meer ‘ o 
= liegenden gemeinsamen Theiler | à ent- 


a 


haltenden Zahlen u, vw, 


zusammengenommen ist für eim zu M  theilerfremdes a immer eine 
gerade Zahl. 

Es ist leicht zu sehen, dass man « und ® anstatt aus dem System 
der absolut kleinsten positiven Reste des Modul M zu nehmen, sie auch 
aus irgend einem vollständigen halben testen-System für den Modul 
M wählen kann, wenn man nemlich darunter ein System aller solcher 
Reste versteht, von denen keine zwei eine durch den Modul M theilbare 
Differenz oder Summe ergeben. Für den Fall, dass «& und M un- 
gerade Zahlen bedeuten, ist es häufig von Vortheil die sämmtlichen unter 
M liegenden positiven entweder geraden oder ungeraden Zahlen als ein 
solches vollständiges halbes Resten-System für den Modul M zu benutzen. 

Der Beweis des Lehrsatzes ergibt sich aus der Multiplication der ent- 
sprechenden Seiten aller Congruenzen, welche zunächst entstehen, wenn man 
sämmtliche Lösungen in jene Congruenzen (XXVI), (XXVID, (XXVIII) 
einsetzt, nachdem man die beiden Seiten und den Modul der Congruenz 
au=—v (mod. M) für jede Lösung durch 9 dividirt hat, 


po 
or} 
oo 
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und welche ferner noch entstehen, wenn man in die Congruenzen 


> * MY . x De M 
(XXIX) y.z-a (moa ==] ihre Lösungen durch ganze positive unter = 
0 

liegende und die Bedingung y kleiner als 
z erfüllende Zahlen y, z einsetzt, ebenso in 
T Be MY . 4 2 Ad M 
(XXX) 1=y.z (mod. —| ihre Lösungen durch ganze positive unter — 
‘ O = = 0 
liegende und die Bedingung  y' kleiner als 
z  erfüllende Zahlen y, ;' einsetzt und 

schliesslich in 
AE : x SALE LM 
(XXXI) au =v (mod. M) ihre Lösungen durch ganze positive unter > 


= 


liegende und jenen grössten mit M  ge- 


o 
D 
meinsamen Theiler 2 enthaltende Zahlen 
u, v einführt und beide Seiten und den 
Modul M dieser Congruenz für jede Lösung 


durch 2 dividirt. 


Die beiden Seiten der durch diese Multiplication sich ergebenden 
Coneruenz besitzen nemlich, wie unmittelbar aus den Congruenz-Systemen 
e e 


(VID, (XII) und (XVI) hervorgeht, gleiche absolute zu M theilerfremde 


0 


s. M a = 
Zahlenwerthe und müssen, da der Modul — dieser Congruenz grösser 
0 


als 2 ist, auch gleiche Vorzeichen haben. 

x. 22. Die Begriffe der beiden Anzahlen, welche durch den Lehr- 
satz des x. 20 zu einander in Beziehung gesetzt werden, sind schon von 
Gauss aufgestellt. Nachdem er im März 1795 (wie er selbst in sein 
Handexemplar der Diss. Arr. eingeschrieben, G.-Werke Bd. I. Seite 476 
meine Bemerkungen) das Reciprocitiits-Gesetz der quadratischen Reste 
durch Induction gefunden hatte, welches er in Art. 131 der im Jahre 
1801 herausgegebenen Disquiss. Arr. unter verschiedenen Formen darstellt, 
gerieth er am 29. Apr. 1796 (G.-Werke Bd. I. Seite 476) auf die Be- 
trachtung der Anzahl der in einer gegebenen ungeraden Zahl. P ent- 
haltenen gleichen und verschiedenen Primfaetoren, zu welchen eine andere 
gegebene Zahl Q quadratischer Nichtrest ist In Art. 133 der Disquiss. 
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Arr. zeigt er, dass wenn zwischen allen in der einen gegebenen ungeraden 
Zahl @ enthaltenen Primzahlen einerseits und allen in der anderen 
gegebenen ungeraden Zahl P enthaltenen Primzahlen andererseits das 
Reciprocitäts-Gesetz für die quadratischen Reste besteht, dann. auch das 
analoge Reciprocitäts-Gesetz für die eben definirte Anzahl (Q, P) und für 
diejenige entsprechende Anzahl (P, Q) gilt, welche sich auf dieselben beiden 
gegebenen Zahlen aber nach ihrer Umwechselung bezieht. Der Begriff 
der hier definirten Anzahl ist dann für Gauss ein wesentliches Hülfs- 
mittel, um in den Artikeln 134 bis 136 den vollständigen Beweis für 
das Reciprocitäts-Gesetz der quadratischen Reste durchzuführen. 

JaAconr hat im Jahre 1837 (Monatsberichte der Akademie der Wissen- 
schaft zu Berlin Seite 135 »Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung 
auf die Zahlentheorie»), wie es scheint ohne sich der betreffenden Stelle 
bei Gauss bewusst zu sein, die gleichbedeutende Characteristik (2) 


eingeführt, welche den Werth entweder — 1 oder + 1 besitzt, je nachdem 
Q entweder zu einer ungeraden oder zu einer nicht ungeraden Anzahl 
von gleichen und verschiedenen in P enthaltenen Primfactoren qua- 
dratischer Nichtrest ist. JAconr nennt dies das verallgemeinerte LEGEN- 
pRE'sche Zeichen und definirt es als das Product von allen Lecrnpre’schen 
Zeichen (2) (2) (2) 28 (2). wormindie, pis pssprovs». Py, die: Ge: 
pi) \p.) \p, p. i uen 
sammtheit aller derjenigen gleichen und verschiedenen Primfactoren aus- 
machen, deren Product gleich P ist. 

Auch der Begriff der anderen in dem Lehrsatze des x. 20 vorkom- 
menden Anzahl, nemlich der Anzahl derjenigen absolut kleinsten negativen 
Reste, welche sich für eine zusammengesetzte ungerade Zahl M als 
Modul aus den Producten einer zu M theilerfremden Zahl a multipli- 
eirt in jeden einzelnen absolut kleinsten positiven Rest ergeben, ist von 
Gauss untersucht und dafür der Reciprocitäts-Satz bewiesen in Art. 2 der 
Abhandlung »Theorematis Fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis 
demonstrationes et ampliationes novae» 1817 Febr. (G.-Werke Bd. II. S. 52.). 

Von dem in Nn. 20 ausgesprochenen Satze hat Gauss den speciellen 
Fall, wenn M eine Primzahl bedeutet, aufgestellt und darauf schon seinen 
dritten Beweis des Reciprocitäts-Satzes gegründet; aber der allgemeine 
Lehrsatz für eine zusammengesetzte Zahl M scheint sich ihm entzogen 
zu haben. 
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Meine Auffindung dieses Satzes ist in den Monatsberichten der Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin 1876 Seite 330 veröffentlicht. Herr 
Kronecker hat hieran mehrere Entwickelungen angeschlossen, in welcher 
er auch ausspricht, dass er vor meiner Mittheilung diesen Satz selbst 
gefunden habe. Er stützt seinen Beweis des Satzes auf die Kenntniss des 
vorausbewiesenen Reciprocitäts-Satzes. 

x. 23. Die in xw. 21 aufgestellte Form des Lehrsatzes halte ich 
deshalb für beachtenswerth, weil darin und in dem Beweise wesentlich 
nur die Abzählung der Auflösungen von bilinearen und von linearen 
Congruenzen auftritt und weil in meinem Beweise (1879) des Reciprocitäts- 
Satzes für die quadratischen Reste keine andere Untersuchung als die 
Abzählung der Lösungen von linearen Congruenzen in Anwendung gebracht 
wird. Eine genaue Vergleichung dieses Beweises mit dem dritten (1808) 
und dem fünften (1817) Beweise von Gauss, dem geometrischen Beweise 
von Eisenstein (1844), dem Beweise von Herrn ZELLER (1872), dem arith- 
metischen Beweise von Herrn Kronecker (1876) und den beiden Beweisen 
von Sign. Gexoccur (1852 und 1880) zeigt unter Benutzung des auf 
Seite 45 meiner Abhandlung »Bestimmung des quadratischen Rest-Charac- 
ters» Göttingen 1879, ausgesprochenen Lehrsatzes, dass alle diese Beweise 
auf die Betrachtung der Anzahl verschiedenartiger Lösungen linearer 
Congruenzen zurückgeführt werden können. 

x. 24. Es ist bemerkenswerth, dass diejenigen Gleichungen, welche 
den obigen bilinearen Congruenzen (VII) entsprechen, schon von EULER 
mehrfach, wenn auch nur für den Fall einer Primzahl m, angewendet 
worden sind: Observationes circa divisionem quadratorum per numeros 
primos § 20. & 30. Op. anal. I. 1772. — Disquisitio accuratior circa 
residua ex divisione quadratorum altiorumque potestatum per numeros 
primos relicta $. 29. $. 50. Op. anal. Exhib. 1772. Maji 18. — Demonstra- 
tiones circa residua ex divisione potestatum per numeros primos resultantia 
$. 25. N. comment. Petrop. XVIII. 1773 Exhib. 1772. Maj. 18. — Diese 
Abhandlungen sind abgedruckt: EULERI commentationes arithmeticae col- 
lectae. Edit. Fuss. Petrop. 1849. Tom. I. pag. 480, 482, 494, 505, 519. — 
Eurer nennt für den Fal «a = 1 und m= p in der Gleichung 
aa — 1 + np die Zahlen a und a’ residua sociata. 

Göttingen 1852 November 9. 
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SUR UN GROUPE DE THEOREMES ET FORMULES 
DE LA GEOMETRIE ENUMERATIVE 
PAR 


H. G. ZEUTHEN. 


Lorsqu’on determine le nombre de solutions d’une question algebro- 
géométrique, soit par les procédés de l'élimination algébrique, soit par les 
considérations géométriques plus expéditives qui la remplacent, celles de 
l'intersection des courbes ou du principe de correspondance, la difficulté 
principale qui se présente est la détermination de la multiplicité des 
solutions de différente nature. Pour surmonter cette difficulté on s'est 
servi parfois d'une méthode indirecte, en déduisant par différentes voies 
des expressions différentes du méme nombre qui contiennent des coef- 
ficients inconnus, et en se servant de l'égalité de ces expressions pour 
déterminer les coefficients; () mais on a aussi des méthodes directes. Il 
serait trop long de citer tous les procédés, inventés par d'éminents géo- 
métres(? pour le dénombrement des intersections confondues de deux 
courbes; je me bornerai à rappeler que la plupart des méthodes reposent 
sur la considération des ordres des divergences infiniment petites des 
branches des courbes, ou bien des ordres de contact de ces branches. Des 





() Dans ma thèse de doctorat 1865 sur les systèmes de coniques j'ai fait un usage 
régulier de ce procédé, qui m'a été utile aussi, à côté des déterminations directes, dans 
beaucoup d'autres recherches. M. SCHUBERT s'en est servi aussi dans ses nombreux tra- 
vaux, dans le premier sans avoir vu l'usage que j'en avais fait déjà. 

(^) M. M. CayLEY, DE LA GOURNERIE, PAINVIN, HALPHEN, NÖTHER, STOLZ, SMITH. 
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considérations analogues peuvent servir au dénombrement des solutions 
coïncidentes résultant du principe de correspondance. (’) 

Cependant ces méthodes de denombrement demandent toujours un 
certain travail. Pour déterminer le nombre de points d’intersection 
coïncidents entre eux de deux branches de courbes tangentes entre elles, 
il ne suffit pas de connaitre les ordres d’infiniment petites qui sont donnés 
indirectement par les degrés de multiplicité de ces branches et par les 
nombres de leurs points d'intersection avec la tangente qui coincident 
entre eux; il ne suffit pas méme, que les branches soient définies par les 
formes des séries qui les représentent: il faut connaitre aussi les coeffi- 
clents de ces séries, afin de pouvoir déterminer aussi les ordres de leurs 
différences. De méme, en appliquant le principe de correspondance, on 
a besoin, pour déterminer le nombre de coincidences de points z et y 
qui ont lieu en un point a, de connaitre, non seulement le nombre des 
points y qui coincident avec a en méme temps que x, et celui des points 
x© qui coincident avec lui en méme temps que y, mais aussi les ordres 
des distances infiniment petites «wy des points correspondants qui sont 
infiniment prés de a. 

Il est donc clair qu'il faut préférer à ces procédés, où il est possible, 
des formules ou les dénombrements me demandent ni ces recherches parti- 
culières d'ordres d'infiniment petites, ni un autre travail équivalent et aussi 
pénible. M. Harpnen (^) a montré que, dans les applications de la formule 
contenant une extension du théoréme sur la conservation du genre que 
jai donnée dans le 3"* vol. des Mathematische Annalen aux cas oü il y 
a des solutions multiples, le dénombrement de celles-ci se fait immédiate- 
ment sans aucune recherche d'ordres d'infiniment petites. M. M. Harrnex(‘) 
et Swrrü(*) ont montré qu'il existe des relations jouissant de la méme 





(*) Jai donné des méthodes de ce dénombrement dans les Nouvelles Annales des 
Mathématiques 1867 et à la page 47 de mon Mémoire sur les systèmes de courbes planes, 
inséré aux Mémoires de l’Académie danoise des sciences, 5™° série t. X. 

(*) Bulletin de la Société Mathématique de France t. Ve tise. Ys 

C) »Sur les points singuliers des courbes algébriques planes», publié en 1877 au 
tome 26 des Mémoires présentés par divers savants; mais l’auteur avait déjà A la présenta- 
tion de ce mémoire consigné les principaux résultats dans une communication publiée dans 
le Compte rendu du 20 avril 1874. 


(*) Proceedings of the London Mathematical Society, vol. VI. 
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propriété, et entre les nombres de points d’intersection confondus et de 
tangentes communes confondues de deux courbes, et entre ceux des points 
doubles eonfondus et des tangentes doubles confondues d’une seule courbe. 

Je me propose d’établir ici entre ces différents theoremes une con- 
nexion servant à montrer l'importance de la propriété commune dont je 
viens de parler. Je prendrai pour point de départ un théorème qui s’est 
présenté à M. Harpmex dans le courant de ses recherches sur les points 
d'intersection et tangentes communes confondus, (") et auquel aussi d'autres 
géomètres sont parvenus indépendemment de lui et trés-peu après lui. (?) 
Je montrerai (n° 5) que, grâce à ce théorème fondamental, que je vais 
énoncer dans le n° 1, et dont je donnerai aussi une autre application 
(n® 3 et 4), ma démonstration originaire de l'extension du théoréme sur 
le genre conduit immédiatement à la propriété relative aux solutions 
multiples que M. Harpnex a établie autrement. 

Les autres théorèmes de M. M. Harrurw et Surrm dont je viens de 
parler se présenteront ensuite comme des applications. de la formule 
contenant cette extension du théorème sur le genre (n? 6-—8), et serviront 
ainsi d'exemples de la portée que cette formule a obtenue par la décou- 
verte de M. Harpnen. 

l. Le théoréme que nous avons appelé fondamental pour les re- 
cherches actuelles peut étre énoncé de la maniere suivante: 

»Soit donné un point singulier d'une courbe algébrique où toutes les 
branches ont la méme tangente, et désignons par » le degré de multiplicité 
ponetuelle de la courbe en ce point, c'est à dire: le nombre de points 
d'intersection confondus de la courbe avec une droite queleonque passant 
par lui, et par »' le degré de multiplicité tangentielle, c'est à dire: le 
nombre de tangentes confondues qui passent par un point quelconque de 
la tangente donnée: alors » + »' des points d'intersection de la tangente 
coincident avec le point donné, et » +» des tangentes qui passent par 
le point coincident avec la tangente donnée.» 

On démontre sans difficulté ce théoréme pour une seule branche 
compléte en introduisant des coordonnées tangentielles dans la série qui 





(*) Voir à la page 42 du Mémoire que nous venons de citer. 
(3) M. M. Srozz et NüTHER dans les t. VIII et IX des Mathematische Annalen. 
Le travail du premier de ces savants est daté du 16 mai 1874. 
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la représente dans un systeme de coordonnées ponctuelles.(') L’extension 
au cas où plusieurs branches complètes sont tangentes entre elles se fait 
immediatement. 

2. Donnons une forme algebrique au theoreme geometrique que 
nous venons d’enoncer. 

Soit donnée une équation f(x, y) = 0 à deux variables x et y, du 
degré m, en x et du degré m, en y, ou, ce qui est plus commode, une 
et r,, et homogene du degré m, 


1 


equation homogene du degré m, en 2, 


. , . a 1, . . 
en y, et y,. Si l'on détermine par les valeurs de — et ": qui satisfont 
a y 
2 J2 
à cette équation des droites de deux faisceaux aux centres P et @ (et 
si l'on choisit les droites fixes 7, = 0, x, = 0, y, = 0, y, = 0 ainsi que 
la droite PQ ne corresponde pas à elle-même), l'équation, que nous écrirons 
toujours f(x, y) = 0, représentera une courbe de l'ordre n—m, + m, 
ayant un point m,-tuple à P et un point m,-tuple à Q. 
En égalant à zero le discriminant ç(x) de f(x, y) par rapport à y, 
on aura l'équation en x qui représente les tangentes passant par P, y 
compris les droites joignant P aux autres points multiples, à l'exception 
of 
Yı 
P si la droite y, — 0 coïncide avec la droite PQ 





de ©, autant de fois que la courbe — 0 — qui sera la polaire de 





a d'intersections con- 
fondues en ces points, et non compris les tangentes en P à moins qu'elles 
n'aient plus de m, + 1 intersections confondues. Le discriminant d(y) 
par rapport à æ représente de la méme "maniere les tangentes passant par 
Q. Les ordres de ces deux diseriminants ç(x) et (y) se trouvent par la 
premiere formule Pluckerienne.(*) Si P et Q sont les seuls points mul- 
tiples de la courbe auxiliaire, celle-ci sera de la classe: 





(!) Voir aux endroits cités, ou à la page 212 du vol. X des Mathematische An- 
nalen. M. CAYLEY s'est servi en 1866 du même procédé (On the Higher Singularities 
of a Plane Curve. Quart. Journ. vol. VII), mais sans énoncer directement le théorème 
dont nous parlons ici. f 

(?) Remarquons, du reste, que, dans ce qui suit, on se sert seulement de la diffé- 
rence des ordres des diseriminants, qu'on obtient, sans aucune applieation des équations 
Pluckeriennes, en égalant les nombres totals des tangentes à la courbe f = 0 qui passent 
par P et Q. La méme observation a permis une simplification de la démonstration de 
M. BERTINI du théoréme sur la conservation du genre (Comptes rendus t. LXX p. 742), 
que je rappelle parce qu'elle me semble montrer quil ne soit pas — comme dit M. 
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nv = (m, + m,)(m, + m, — 1) — m,Qn, — 1) --- m,(m, — 1) = 2m,m,. 


Supposant encore qu’aucune droite par P ne rencontre la courbe en plus 
de m, + 1 points coincidant avec P, on aura 2m,(m, — 1) tangentes qui 
passent par P sans avoir P pour point de contact. Ce nombre est done 
l'ordre du discriminant g(x), et il ne cesse pas de l'étre dans les cas ou 
les suppositions faites ici ne sont pas en vigueur. De méme, le diseri- 
minant d(y) est de l'ordre 2m, (m, — 1). 

Considérons maintenant un point singulier ou simple M de la courbe. 
Si aucune tangente en M ne passe ni par P ni par Q, ce point correspond 
à des facteurs de la méme multiplicité (zéro, si le point est simple) de 
tous les deux discriminants; mais si MP a », points d'intersection coinci- 
dant avec M, et si MQ en a »,, et si l'on désigne par € le degré de 
multiplicité du facteur (a,c, — «,v,) du discriminant ç(x) qui détermine 
PM, et par y le degré de multiplicité du facteur (by, — b,y,) du diseri- 
minant (y) qui détermine QM, il résulte du n° 1 que l’on a: 


Sp 


(1) 


les deux membres de cette équation indiquant de combien le degré de 
multiplicité tangentielle de MP dépasse celui de MQ. 


—7=%—> 


En appliquant la formule (1) & tous les points de la courbe, et en 
substituant a > et Sa les expressions 2m,(m, — 1) et 2m,(m, — 1) des 


ordres des discriminants, on trouve 


(2) 2(m, — m,) = Yo — A) 


où il suffit évidemment d'étendre la sommation aux points de la courbe 
qui donnent des valeurs différentes entre elles de », et »,. 





SCHUBERT dans les Mathematische Annalen t. XVI p. 180 — une »berechtigte Forderwng» 
à la simplicité géométrique de la démonstration de ce théorème qu'elle repose seulement 
sur le principe de correspondance. On verra du présent article que je ne regarde pas 
méme, dans ce cas, l'usage de ce principe comme avantageux sil y a des singularités 
supérieures, ni non plus pour l'extension du théorème. Je saisis l'occasion pour faire 
observer que la faute, montrée par M. SCHUBERT, d'une démonstration qui porte mon nom 
dans le livre de Clebsch-Lindemann (p. 681) n'appartient pas à moi, ce que montre aussi 


la note de M. Lindemann en bas de la page citée. 
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Pour donner un sens purement algebrique aux formules (1) et (2) 
nous avons seulement à remarquer encore que », (ou »,) est le degré de 
multiplicité du facteur a,x, — ax, (ou by — b,y,) qu'obtient f(x, y) pour 


te ze (ou 2-2) 
y. b, © a, 
3. Appliquons premierement la formule (1) au cas ou m, =m,—2, c'est 
à dire à une forme binaire et du second ordre en deux couples de variables. 
Alors les deux diseriminants seront des formes binaires quartiques. 
Supposons maintenant que le discriminant ç(x) contient le facteur 
quadratique (a,r, — a,x,)". En égalant ce facteur à zero, on rendra 


2 
. 


la forme donnée égale à un carré (b,y, — b,y,) 





z a 1 b o.c 
Aux valeurs  — ^ et % — ^ correspond ici, dans la formule (1), 





RUNS 
& — 2, », = 2, et on a évidemment y, 2 1. Il en résulte que 75 1, 
mais alors il faut que pour /,y, — by, — 0 la forme donnée ait le 
(a x — a x. Y i - oM) 9 
facteur (8,7, — 4,2,)’, ou bien que yj! — 8,» — 9. 


Les deux discriminants auront donc en méme temps deux facteurs égaux 
ou bien, leurs discriminants doivent s'évanouir en méme temps. Ces 
discriminants de c(r) et d(y) qui sont des fonctions rationnelles des 
coefficients de la forme donnée, sont done égaux, à un facteur numérique 
prés, qui doit être, à cause de la symétrie, égal à + 1; en choisissant un 
simple exemple(') on voit qu'il a la valeur de + 1. La forme donnée 
représente, dans le cas ou le discriminant commun aux deux discriminants 
g(x) et (y) est égal à zéro, une courbe à un nouveau point double (à 
cote de P et Q). 

Note. Il en sera autrement dans les cas ou m, ou m, est > 2. Si 
m, > 2 il devient possible que v, — 3, et si m, > 3 il sera possible qu'en 
égalant à zéro deux facteurs égaux entre eux du discriminant e(x) on 
réduise la forme donnée à contenir deux couples de facteurs égaux entre 
eux. En faisant usage de faits connus de la théorie des systèmes de 
courbes, (*) on trouve que les discriminants des deux diseriminants ç(x) 





C) Si la forme est (a,z,* + a,x,*)y,y, + (b.y,* + b,y,")r,z, le diseriminant des 
deux diseriminants sera, A un constant numérique près, égal à a, a, b, *b, (aa, — b,b,) — 
ce qu'on peut voir sans le calculer. 

C) Voir mon artiele sur les systèmes de courbes planes dans le vol. X des Mémoires 


de l Académie Danoise des Sciences (5™° série). 
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et (y) ont en général um facteur simple commun correspondant aux cas où 
la courbe représentée par la forme donnée a un point double, et que 
chacun d'eux contient encore deux fois un facteur correspondant aux cas 
où une tangente double, et trois fois un facteur correspondant aux cas 
où une tangente stationnaire, passe par À ou Q. 

4. Nous déduirons des conséquences ultérieures du fait que nous 
venons de trouver, que les deux discriminants d'une forme binaire et du 
second ordre en deux couples de variables ont le méme discriminant. 
Désignons les invariants des deux discriminants du quatrième ordre c(x) 
et d(y) par à, J,5 io J, les lettres ayant les mémes significations que 
dans les Lecons de Crrsscu-Linpemany. Alors on a identiquement 


(s SFr Gy A m: d "TI 67,*, 
ou bien 
(2, aa d) * s UL us $^) —-:6(, (7. + 25 


où i, et i, sont des fonctions rationnelles du quatricme degré, 7, et 7, des 
fonctions rationnelles du sixiéme degré, des coefficients de la forme donnée 
f(x, y); car les coefficients de ses deux discriminants sont du second degré. 


Le second facteur du. premier membre ne peut étre décomposé en des 
facteurs rationnels, à moins que ceux-ci ne soient aussi des facteurs de 


i, et i, et par conséquent aussi de i, —i,. Il s'ensuit, que chacun des 


deux facteurs du sixieme degré du second membre soit aussi facteur de 
, — à, qui n’est que du quatrième degré. i, — ?, est done égal à zéro, 


et par conséquent aussi J, — I, OU J, Lj, On a done identiquement 


i 
MN tg. Un exemple(') montre qu'il faut prendre le premier 

Nous avons donc démontré que les deux discriminants d'une forme 
binaire et du second ordre en deux couples de variables ont les mêmes 


invariants. 
Nous avons énuméré ailleurs (?) les principales applications géomé- 





(') Dans l'exemple de la première note au n° 9 on aura 


(a,a, + b,b,)(a,a, — 2b,b,)(2a,a, — b,b,) 


À = = 


«o| oo 


(3) Proceedings of the London Mathematical Society vol. X p. 196. 
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triques de ce théorème, qui se présente déjà dans la transformation 
d'Eurer de la premiere intégrale elliptique. 
5: Revenons au cas général. La formule (2) du n° 2 s'applique 
immédiatement à la correspondance de deux courbes unicursales dont les 
2 ’ DE z 4 . 
points correspondants sont déterminés par les valeurs de ^ et ^ qui 
= 


2 LE 


satisfont à f(x, y) — 0. 

A un point x de l'une correspondent m, points y de l'autre, et à un 
point y correspondent m, points x. Pour une couple de points correspon- 
dants a et 6, v, désigne le nombre des points æ qui coincident avec a 
lorsque y coincide avec /, et v, le nombre des points y qui coincident 
avec b, lorsque x coincide avec a. 

La généralisation de la méme formule qui la rend applicable à la 
correspondance des points de deux courbes quelconques se fait par une 
application trés-simple de la formule trouvée elle-même. Soit donnée 
une relation entre les points x et y de deux courbes algébriques des 
ordres n, et », des classes w', et ', etc. telle qu'à un point x correspon- 
dent y, points y, et à un point y, y, points x. Joignons le point mobile 
x de la premiere courbe à un point fixe P, et les points correspondants 
y à un point fixe Q: alors il existe entre les faisceaux Pr et Qy une 
relation — représentée de la maniére indiquée dans le n? 2 par le lieu 
des points d'intersection des droites Pr et Qy — telle qu'à toute droite 
Px correspondent m, = n,.p, droites (y, et à toute droite. Qy correspon- 


2 1 


dent m, — n,.p, droites Pr. Cherchons, pour faire usage de la formule 
(2), les droites Pr, telles que deux ou plusieurs des droites correspondantes 
Qy coincident entre elles, et les droites Qy, telles que deux ou plusieurs 
des droites correspondantes Pr coincident entre elles. 

Des droites Qy correspondant à une droite Pr peuvent coincider des 
trois manieres suivantes: 

1° La droite Pr rencontre la premiere courbe en des points z', z".... a? 
correspondant respectivement à des points y', y”....y d'une droite passant 
par ©. Alors on aura entre cette droite et Pr une correspondance 
représentée, dans le second membre de l'équation (2), par les nombres 
vy, =», — r, de facon que cette correspondance n'y ait aucune influence. 

2° La droite Pr rencontre la premiere courbe en plusieurs points x 


coineidant avec un point O. Alors il n'est pas nécessaire que les groupes 
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des y, points correspondants coincident entre eux; mais cette coïncidence 
a lieu toujours si les points æ appartiennent à la même branche com- 
plète. En effet, les coordonnées des points voisins de O sur cette branche 
s'expriment par une variable ? au moyen de séries à puissances entières 
et croissantes, le point O correspondant à la valeur ¢ = 0; car telle est 
la définition d'une branche complète. Le groupe des y, points y qui 
correspondent à un point mobile x de la branche, dépend d'une manicre 
uniforme des coordonnées du point », par conséquent aussi de la variable ¢ 
Il ne correspond donc aussi qu'un seul groupe à ¢ = 0, et à deux points 
coïncidant avec © deux groupes coincidant entre eux. Il est évident de 
plus qu'en méme temps que z parcourt la premiere courbe d'une manière 
continue, les y, points y qui y correspondent se mouvront d'une maniere 
continue sur l'autre courbe. Aucun d'eux ne peut passer d'une branche 
compléte d'un point singulier à une autre; car on peut faire correspondre 
d'une maniére uniforme à la seconde courbe une nouvelle courbe oü Si 
différentes branches complétes sont remplacées par des points distincts, e 
par conséquent un Ban, d’une branche a une autre par un mouvement 
discontinu. Il s’ensuit qu’on peut regarder, dans la recherche actuelle, les 
points de l'une ou l'autre des deux edler qui coineident sans appartenir 
à la méme branche complete comme des points distincts. 

3° La droite Pr passe par un point x auquel correspond un groupe 
de points y dont plusieurs coïncident entre eux. 

Nous voyons ainsi que, pour avoir tous les termes différents de zéro 
du second membre de l'équation (2), il suffit de considérer la correspon- 
dance d'une droite par P rencontrant une seule branche de la premiere 
courbe en p, points x coineidant avec un point fixe a, et d'une droite par 
Q rencontrant une seule branche de la seconde courbe en p, points y 
coineidant avec un point fixe 5, et de supposer que », des p, points y 
qui correspondent à a coincident avec b, et », des m, points æ qui corre- 
spondent à D coincident avec a. Alors on obtient 


(3) 2(n,p, — n,u,) = Yo ARE): 


ou la somme N est étendue à toutes les couples de points correspondants 


des deux courbes qui donnent des termes différents de zéro — et à 
autant d'autres qu'on veut. Afin d'y distinguer l'influence des singularités 
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des courbes de celle de la nature de la correspondance, nous ferons usage 
de la transcription suivante 


(4) Paks m Ps iem (P, TP 1)», u = 1)», i (v, mu: 


Pour le premier terme (p, — 1)», il suffit d'étendre la sommation à 
tous les points a de la premiere courbe où une seule branche est ren- 
contrée par une droite passant par P en plus d'un point (op, > 1), et à 
tous les points de la seconde courbe qui y correspondent. Or la somme 
des valeurs des multiplieites v, des points b correspondant à chacun de 
ces points a est égale à p,. On obtient ainsi, dans la formule (3), le 
terme 


I! > Y ver 1), 


la sommation V. étant étendue ici, et dans ce qui suit, à tous les points 
ul 


de la courbe (r) qui donnent des termes différents de zéro. 
On obtient de la méme maniére le terme 


la sommation » étant étendue à tous les points de la courbe (y) qui 
ud} 
donnent des termes differents de zero. 


Il restera encore le terme 
Ÿ (UN vi) 


ou la sommation — exactement comme dans le cas de deux courbes 
unicursales — peut étre étendue a tous les cas où deux ou plusieurs 
points correspondant à un seul point coincident entre eux. 

On parvient ainsi à la formule suivante 


(5) > (4 —»,) =, DR — 1) — 2, |. [Y — 1) — |. 


où le facteur de y, (ou zu) dépend seulement de la courbe (y) (ou (x). 
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Le point P pouvant être un point quelconque du plan, on peut 
supposer qu'il ne se trouve ni sur une tangente singulière ni sur la tan- 


e 
o 


ente en un point singulier de la courbe (x). b (2, — 1) est done la 
1 


somme de la classe »', de la courbe (x) et de » (c, — 1). oü.le, est le 


L 


degré de multiplicité d'une branche complète quelconque de la courbe (x). 
On pose 


où p, est appelé le genre de la courbe (x). En faisant de méme pour 
la courbe (y), on aura la formule 


(6) Ye ei) — 2n (p, Se 1) 743 2p, P 1). 


Dans le cas où toutes les valeurs de », et », restent — 3 on peut 
substituer au premier membre de cette équation la différence du nombre 
des cas où deux points y correspondant à un seul point x coincident 
entre eux, et de celui où deux points x correspondant à un seul point 
y coïncident, et on obtiendrait ainsi mon extension originaire du théorème 
sur la conservation du genre. La formule qu'on trouve alors est encore 
applicable au cas general si lon regarde comme solutions multiples les 
couples de points correspondants où », ou », est > 2; mais il est évidem- 
ment le plus simple d'employer alors immédiatement la formule (6), qui 
est due à M. HarPHEx. 

6. A cause de la circonstance que l'application de la formule (6) 
ne demande aucune détermination de coefficients inconnus dépendant des 
ordres de quantités infiniment petites, elle est à préférer — quand il est 
possible d'en faire usage — aux applications du principe de correspon- 
dance. Nous donnerons quelques exemples servant à montrer cet avantage. 

On sait que deux courbes des ordres n, et », se rencontrent en 
n,.n, points. La détermination de ces points dépendant d'une élimination, 
et le nombre de ceux qui coincident avec un point de contact de bran- 
ches des deux courbes dépendant des ordres de distances infiniment petites, 
il ne sera pas possible de déterminer ce dernier nombre par la formule 
(6). De méme il sera impossible de déterminer immédiatement par la 
formule (6) le nombre des tangentes communes à deux courbes qui 
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coincident entre elles. Mais apres avoir determine l'un de ces nombres, 
il sera possible d'en déduire l’autre par la formule (6), appliquée à la 
recherche d'une expression de la difference n’n’, — n,n, des nombres des 
tangentes communes et des points d’intersection des deux courbes. 

Etablissons, à cet effet, la correspondance suivante: la tangente à la 
première courbe (x) en un point x passe par les points correspondants 
y de l’autre. Alors on a, en faisant usage des notations du n° 5, 


(7) Uu Mw. jh — 1. 


En substituant, dans la formule (6), ces valeurs, ainsi que 
2(p,— l)-—nm FAN) (c, — 1) — u, 
2 1 1 227; 1 ) 1 


où c, est le degré de multiplicité tangentielle d'une branche complete 
quelconque de la courbe (x), et qui résulte de l'expression déjà donnée 
du genre, si l'on observe que deux courbes qui sont des polaires récipro- 
ques doivent étre du méme genre, et 


3(p,— 1) =n, + ¥ (s, — 1) — 2n,, 
ud 2 


on la réduira à 


(8) Wn, — N,N, =D, — y) — w, ¥ — 1) + n, Ye. — 1). 


Pour trouver les termes de la somme Ye. — »,) qui sont différents 
de zéro, il faut distinguer les quatres espèces suivantes pour la correspon- 
dance de x et y: 

1° Ni le point x ne coincide avec y, ni la tangente en x avec la 
tangente en y: alors on a 


2° Le point x coïncide avec y; les tangentes aux branches auxquelles 
appartiennent ces points sont différentes entre elles: alors on a (n* 1) 


»-—9G22;,, y, = 0,. 


€ 


3° La tangente à la branche à laquelle appartient x coincide avec 
la tangente à la branche à laquelle appartient y; mais ces deux points 
de contact sont distincts entre eux; alors on a 
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4° Les branches auxquelles appartiennent x et y sont tangentes entre 
elles, x et y coincidant avec le point de contact; alors on a 


; 5 
V Gy Gia y, — 6, + Co 


Pour trouver une expression plus simple du second membre de 
l'équation (8), il est le plus commode de réunir, pour toute couple de 
points correspondants x et y où, du moins, une des differences y, — De 


a, — 1 ou s, —1 est différente de zéro, la valeur de », — », aux 


1 


termes correspondants de— n, V (c, — 1) + n, V (c, — 1), c’est à dire à 
lo "md 1 


la valeur de (s, — 1) qui appartient à y.multipliee par le nombre pour 
lequel compte la tangente en x dans celui des w', tangentes à la courbe 
(x) qui passent par y — et prise au signe moins — et à la valeur de 
(c, — 1) qui appartient à « multipliée par le nombre pour lequel compte 
y dans celui des », intersections de la tangente en x avec la courbe y.(*) 

En appliquant successivement ce procédé aux quatre especes de 
correspondance on trouve (en donnant aux cas respectifs les mêmes n° 
que tout à l'heure) 

1505-5161] — (el) = e; (F100 

2° CHE CE (e, ur o',)(e, P 1) + 9,(0'; 7. 1) = = Gi 

Se oi 770, e^o, NE 1) 2t: (o, s o^, (v, En 1) 10 09 

i 2, d Gi, 6, Sha (G, "oho bo: +0,)e, —1)— 6,6, —6, Oo 
La sommation des termes de la seconde espèce devant être étendue à 
tous les points d'intersection de branches complètes des deux courbes 
qui ne sont pas des points de contact, celle des termes de la troisième 
espèce à toutes les tangentes communes qui ont des points de contact 
distincts, et celle de la quatrième espèce à tous les points de contact, 
la somme totale sera égale à 'S'(o',56,) — S(o,9,), où la somme S est 








(*) Dans les cas où la position des courbes na rien de particulier, on trouve seule- 
ment que la différence des nombres des tangentes communes et des points d intersection 
est égale à nn, —n,n,. Il suffirait de considérer ici, à côté de ce cas général, celui 
où deux branches complètes sont tangentes entre elles. Voulant montrer avant tout la 


méthode, nous ne nous y sommes pas bornés. 
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étendue à tous les cas où des branches complètes ont un point commun, 
S' à tous ceux où elles ont une tangente commune. En commençant 
par n'exéeuter la premiere de ces sommations que pour les branches 
passant par un seul point, on aura pour somme a,a,, Où a, et a, sont 
les multiplicités totales de ce point appartenant aux deux courbes, de façon 
que S(o,o,) — S(a,a,), où aussi la somme $ est étendue à tous les points 
communs aux deux courbes. On obtient de méme S'(s,'5',) = S'(a' ',) 
, et a, sont les degrés totals de multiplicité d'une tangente commune 
aux deux courbes, et ou la somme $ s'étend à toutes ces tangentes. On 


où a 


trouve ainsi 
(9) NN, — nn, = S(a,a,) — S(a,a,). 


Le seul résultat contenu à cette formule qui ne soit pas évident immé- 
diatement, celui que la différence du nombre des tangentes communes 
à deux courbes qui coïncident avec la tangente à deux branches com- 
plétes tangentes entre elles, et du nombre des points d'intersection coinci- 
dant avec leur point de contact, est égale à o',6', — 0,0,, est dà à M. 
Harpmen ('). dont la démonstration — de méme que celle de M. Surrn (7) 
— différe entiérement de celle que nous venons d'en donner. 

7. Pour déduire les formules de Plücker on se sert ordinairement, 
soit d'intersections de la courbe donnée avec ses courbes polaires et avec 
sa courbe Hessienne, soit du principe de correspondance. Pour déterminer, 
par cette déduction, l'influence de singularités supérieures on a besoin de 
connaitre les ordres des divergences infiniment petites des branches totales 
et partielles entre elles. Aussi l'abaissement de la classe, ou de l'ordre, 
dü à un point singulier, ou à une tangente singuliere, dépend-il né- 
cessairement de ces ordres d'infiniment petites; mais independemment 
de ceux-ci il existe une relation entre les deux abaissements, ce qui se 
montrera par la circonstance qu'il suffit d'appliquer les procédés dont 
nous venons de parler à la déduction d'une seule des formules PLÜCKÉRI- 
ENNES — par exemple de celle qui indique là classe d'une courbe d'ordre 





(') Points singuliers des courbes algébriques planes. (Mémoires prés. par divers 
Savants XXVI, 2). Le théorème ressort de la combinaison de l Art. I Théor. II Cor.. et 
de l'Art. IV Theor. V. 

(*) Proceedings of the London Mathematical Society, vol. VI p. 167. 


H 
4 
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donné — pendant que les autres peuvent être démontrées par une appli- 
cation de la formule (6) ou du théorème sur le genre. L'influence des 
singularités supérieures sur ces derniéres formules se présentera alors d'elle- 
méme, sans aucune étude particuliére des ordres d'infiniment petits. 

Premiérement on a, en faisant usage de l'expression du genre et de 
l'identité des genres de la courbe donnée et de sa polaire réciproque, les 
équations déjà mentionnées 


(10) 2(p — 1) = + No— 1) —2n=n +Ÿ — 1) — 2», 


les notations étant les mêmes que dans le n° 5, et les sommations étant 
étendues à tous les termes différents de zéro, et, évidemment, à autant de 
termes égaux à zéro qu'on veut. Il est done permis d'étendre toutes les 
deux sommations aux mémes points de la courbe. On déduit ainsi de (10) 


(11) 3(n' — n) = Yu — 6), 


où la sommation s'étend encore à tous les termes différents de zéro. 

On obtient une autre formule par l'application à une seule courbe 
d'une correspondance, semblable à celle du n° 6. On fait correspondre 
à chaque point x de la courbe les a — 2 points y ou la tangente en x 
rencontre encore la courbe. Pour appliquer la formule (6) à cette corre- 
spondance il faut substituer 


p, 2 Ww — 2, I Zn, 


et il sera le plus commode de substituer à 2(p, — 1) la seconde, et à 
1 , 
2(p, — 1) la premiere des expressions (10). On trouve alors 


(12) »^ — 6n' — n° + 6n - 6. — X) — (vw — 2)y (s — 1) + (n — 2) Ne — 1), 


où toutes les sommes sont étendues à tous les termes différents de zéro. 
En abordant la détermination de Vo, —y,), on rencontre premiere- 
Zul: © 


ment les mémes quatre corfespondances de points de branches complètes 
distinctes que dans le cas où x et y appartiennent à des courbes diffé- 
rentes, et chacune de ces correspondances sera représentée, dans tout le 
second membre de l'équation (12), par exactement les mêmes termes que 


Acta mathematica. I. 24 


186 H. G. Zeuthen. 


dans le second membre de l'équation (S). En observant encore que 
chaque combinaison de deux branches qui ont un point commun ou une 
tangente commune se présente ici deux fois, parce que l’une ou l’autre 
des deux branches peut contenir le point x de la correspondance, on voit 
que la somme de ces termes sera égale à 2(S'(o,5&',) — S(o,0,)), ou les 
sommes S et S’ s'étendent à toutes les combinaisons de lune ou l'autre 
de ces deux espèces. 

A côté de ces correspondances de points x et y de branches diffé- 
rentes entre elles on a à considérer, dans le cas actuel, celles où les 
points correspondants z et y coincident entre elles sur une seule branche. 
Alors on a 

v=y,=0+0—2. 
», —y, devient done égal à zero, de facon que ces correspondances ne 
seront représentées, dans le second membre de (12), que par les termes 
contenus dans 


(ON (e+ 1 Da) 
w —2 V e—1 + @—2 À (6 —1) 
qui ont la valeur de 
— (+0 — 2)o — 1) + (e + ¢ —2)0 — 1) = (e + e — 2)Y(e' — o). 

La formule (12) se réduit done à 
(13) m"? — 6» — n° + 6n = 2S'(0,9,) — 2S(s,0,) + Y — 26 — c? + 26), 
où la dernière sommation s'étend à tous les points de la courbe qui 
donnent des termes différents de zéro. 

S. Il est possible de déduire des équations (11) et (13) une nou- 
velle relation qui ne dépend plus des multiplicités des différentes branches, 


mais,de méme que la formule (9), seulement des multiplicités totales des 
points et tangentes singuliers. En ajoutant, à cet effet, l'équation (11) 


à l'équation (13), ou il est permis d'étendre la sommation Y aux mémes 
termes, on trouve 


* 
(1A) 23 an ner 9n 3991929.) 2507,91) + N (0° N a 


Réunissons ici les termes du second membre qui sont formés des degrés 
de multiplicité & des branches d'un seul point a-tuple. On trouve 
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En faisant de méme pour tous les points où passe une ou plusieurs 
branches représentées dans le second membre de (14), et en réunissant 
dune maniere semblable les termes appartenant aux differents contacts 
de toute tangente singuliere, on trouve. 


15 n? — 8w — n? + 3 =) RENI FE), 
(15) n n' — n? + 9n (a a) DAC a) 


où a et a’ sont les degrés de multiplicité totale de tous les points sin- 
guliers et tangentes singulières. (') 

Si la courbe n'a que des singularités ordinaires, les formules trouvées 
(10) (11) (13) et (15), dont trois sont indépendentes entre elles, se 
réduisent à un systeme de deux relations PLÜCKERIENNES augmenté d'une 
formule servant à exprimer le genre p par les nombres PLÜCKÉRIENS. On 
a en effet, dans ce cas, en désignant par d et e les nombres des points 
doubles et cuspidaux, et par d' et e& les nombres des tangentes doubles 
et tangentes d'inflexion: 


Nenner 
— 


) 


On sait qu'il est possible d'appliquer les formules PLÜCKÉRIENNES 
aussi aux cas, ou la courbe a des singularites supérieures, en représentant 
chacune de celles-ci par les équivalents PLÜCKÉRIENS introduits par M. 
CavLEY,(^ que nous désignerons par 0, e, 0, &. Les conditions imposées 
à ces équivalents par les formules qui nous occupent — auxquelles il 





(‘) La substitution de l'équation (14) à (13) permettait d'éviter d'introduire un 
nombre infini de termes par la séparation des termes qui contiennent g de ceux qui 
contiennent 6. — Notre formule (15) se distingue d'une formule tout-à-fait semblable de 
M. NÖTHER par les significations des lettres: ses k ne désignent pas comme nos « les 
multiplicités immédiates des points singuliers, mais celles des points multiples qui en ré- 
sultent par une décomposition; et la méme différenee a lieu entre les significations de ses 
k et de nos a. 

(^) On the Higher Singularities of a Plane Curve. Quarterly Journal of Mathe- 
matics, vol. VII. 
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faut ajouter celle que leur impose la premiére formule PLÜCKÉRIENNE — 
se présentent d’elles-mémes. Les formules (10) donnent pour représenter 
une singularité supérieure (') 


(16) : e= Ve—1), =o - 1), 


N 


et la différence 9 — 9 peut étre déterminée par l’une ou l'autre des 
équations 


(17) 2(0° — 0) + (€ — €) = 28"(¢',6,) — 28(6,6,) + Yo — 26 — a? + 20) 
ou ^ 


9(5 COIT DE apro nU 324 
(18) 20 + & —ó— s) Ye 4) — Ve =a), 


qu'on obtient de (13) et (15), les sommes étant étendues à toutes les 
branches et combinaisons appartenant à la singularité. | 

Cherchons par exemple la représentation de la singularité formée par 
7 branches completes tangentes entre elles. 


pS Die: = Yo. 


id dar 


Ayant alors 


on trouve (16) et (18) 


m 


U + — 0 — +) = (a — ax + a — 1), 


d'ou 

(19) 2(0 — d) = (€ — ete + e + 27 — 3). 

Dans le cas où 7 — 1, c'est à dire pour une seule branche complete, on 
trouve 

(20) 2(0" -— 0) = (€ — ele 4- e — 1). 


Cette relation est due à M. Smıtu; (7) il n'est pas difficile d'en revenir à 
l'équation (19), si l'on applique en méme temps l'équation (9) aux com- 


binaisons des branches. 





() Il peut étre eommode de se servir des équivalents, remplagant les singularités 
seulement dans les équations PLÜCKERIENNES propres, et non pas dans celle qui exprime 
le genre. Alors il faut remplacer (16) par 

Jl EL. 
per 
(*) Proceedings of the London Mathematical Society VI p. 166. 





SUR UN THEOREME DE M. HERMITE. 


Extrait d'une lettre adressée à M. Ch. Hermite 
PAR 


E. GOURSAT 


à TOULOUSE. 


Le théoréme sur les intégrales définies affectées de coupures que vous 
avez démontré dans votre lettre à M. Mittag-Leffler, publiée par le journal 
de Borchardt, et dans votre cours à la Sorbonne, peut se démontrer fa- 
cilement par la considération des intégrales curvilignes et l'application du 
théoréme de Caveny. Voici en quelques mots: la démonstration. 

Soient Fit, 2, @(t, 2) deux fonctions holomorphes des deux variables 


indefinies ¢ et 2, et ¢,, € 


, deux valeurs quelconques, réelles ou imaginaires. 


th 








Considérons l'ntégrale définie ie dt, prise suivant le chemin recti- 
34, 2 


to 
ligne qui joint le point ¢, au point /,. Cette intégrale a une valeur 
unique et finie pour tous les points du plan, que je designerai par ®(2), 
à l'exception de ceux qu'on détermine par la condition G(f, z) = 0, en 
donnant à ¢ les valeurs comprises dans la formule 


LA T At, u t.) 


où À prend toutes les valeurs réelles de 0 à 1. On détermine ainsi un 
nombre fini ou infini de portions de courbes ou de courbes complétes 
pour lesquelles la fonction @(z) cesse d'avoir un sens. 
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Soit C, lune de ces courbes, et un point M sur cette courbe 
d'affixe & auquel correspond sur le chemin rectiligne /,/, un point 8. 
Sur la normale en M à la courbe C, et de part et d'autre de ce point 
prenons deux points N et N’, à des distances infiniment petites de ce 
point; nous désignerons les affixes par €+ ¢, et €+ s.  L'équation 
G(t, z) — 0 fait correspondre aux valeurs €+ ¢, €+ ¢’ deux valeurs 
0 -- 5, 9-+ e, voisines de 6 et figurées par des points situés de part 


C. 
ti 3 = Ne 
x DE cx a ak. MT, 
\ 
No NN Nr 5) 
Pd 
\ = Zh 2 a C 
" *6 A : 
AP ne N(£*£?) das / 
L 2 
t E 
/ 


et d'autre du chemin rectiligne #4. Supposons, par exemple, qu'à la 
valeur £ + = corresponde pour / la valeur 6 +e,, et admettons en outre 
quà la valeur ¢ l'équation G(f, z) = 0 ne fasse correspondre qu'une 
valeur 6 sur le chemin rectiligne #4. On pourra alors trouver un point 
t, tel qu'à l'intérieur du triangle /,/,£, l'équation G(f, £ + €) = 0 wait 


d'autre racine que la racine 0 + ¢,. La fonction n'aura alors à 


[N UN 
+ 
m 


Gerz] 


l'intérieur de ce triangle qu'un seul point critique, le point 6 + ¢,, et 
lapplieation du théorème de Cavcuv nous donne immédiatement 


ty 2 to 
"Fl, C+ e) DRE Fi, €+ e) 
[eee Mercredi) 
2 f 5 
n ot. d ett REMC te) + : 
A désignant le résidu de la fonction — 2 ^ ^^ relative au pôle 6 + mE 


G(t, € + s) 
A ROO e eet toe): 
[A to 
Chacune des intégrales ie / est supposée prise comme la premiere sui- 
es 


vant le chemin rectiligne. A chacune de ces intégrales est affecté un 
systeme de coupure différent, et différent du premier. Posons 
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Végalite précédente pourre s'écrire 
(1) DE + €) + O(F+ e) + DE + €) = 2ZixR(O + ¢,, Ê + e) 


Donnons maintenant à z la valeur {+ e'; la fonction sous le signe 
d'intégration sera holomorphe à l'intérieur du triangle /,/,/,, et le théo- 


reme de CaucHy nous donnera 
(2) DE + €) + O(C+ €) + A, e) = 0. 
Retranchant membre à membre les égalités (1) et (2), il vient: 


OC + e) — OC + €) = [BC + 8) — DC + e)] + [BC + 8) — 2,6 + 9) 


+ 94zR(0 + ¢,, Ê+e) 


Si maintenant on fait tendre + et ©’ vers zéro, chacune des fonctions 
D (2), ®,(z) étant holomorphe pour z — ¢ les deux différences contenues 
dans le second membre tendent vers zéro et il vient pour la différence 
cherchée 

O(N) — D(N') = 2izR(0, €), 
Fit, € 
Wee 


R(0, €) désignant le résidu de la fonction e) relatif au pôle ¢ = 6. 
C 


, 


On voit aussi de quelle maniére doivent être supposés pris les points 
N et N’, sans qu'il soit besoin d'insister la-dessus; le point N(¢ + e) doit 
être tel qu'un observateur parcourant le chemin rectiligne #4, laisse à 


sa gauche le point 6 + e, correspondant. 
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La démonstration précédente n'a pas l'avantage, comme celle que 
vous avez donnée, de n’exiger que des considérations élémentaires sur 
les intégrales définies. Cependant, en raison méme de sa généralité et 
de ses rapports avec le théorème de Caucny, il m'a semblé qu'elle n'était 
pas dépourvue d'intérét. 








MEMOIRE SUR LES FONCTIONS FUCHSIENNES 
PAR 


H. POINCARE. 


S 1. Séries Thétafuchsiennes. 


Dans un mémoire antérieur, jai montré comment il est possible de 
former des groupes discontinus avec des substitutions de la forme: 


(1) (-, a2 + A) 
riz + 0; 


en choisissant les coéfficients 4, (4, 7;, 9, de telle facon que les diverses 
substitutions du groupe n’alterent pas un certain cercle appelé cercle 
fondamental. Je supposerai dans tout ce qui va suivre que ce cercle 
fondamental a pour centre l'origine et pour rayon l'unité, de telle sorte 
que son équation soit: | 


mod. z = 1. 


Je considere un de ces groupes discontinus, dits groupes fuchsiens, que 
jappelle G. A ce groupe correspondra une décomposition du cercle 
fondamental en une infinité de polygones normaux À, tous congruents 
entre eux. 

Je me propose de démontrer qu'il existe toujours un systéme de 
fonctions uniformes de z qui demeurent inaltérées par les diverses sub- 
stitutions du groupe G et que j'appellerai fonctions fuchsiennes. 

A cet effet jenvisage les diverses substitutions de @ comprises dans 

J 8 
la formule (1) et je pose pour abréger: 
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az + fi = 
—— zz Fi(z) 
nz + i 
comme je lai fait au $ 3 du mémoire cité. Je forme ensuite la série: 


(2) N: mod. (2) 
R zu 


N 


ou m est un entier positif plus grand que 1. 

‚Je vais demontrer que cette serie est convergente en faisant suc- 
cessivement diverses hypotheses: 

1° Supposons d'abord que z soit intérieur au cercle fondamental: 
il sera alors intérieur à lun des polygones A, par exemple au polygone 
R, qui correspond à la substitution de @ qui a pour indice h et qui s écrit: 


(2, ie) 


Soit: 
AG) = RU) 


La substitution 


(s. fi) 


fera partie du groupe G et correspondra à un certain polygone R,. Puis- 
que z est supposé intérieur à R,, f;(2) sera intérieur à R,. 

Supposons que l'on décrive autour de z un contour trés petit C,, 
enveloppant le point z et étant situé tout entier à l'intérieur de R,; le 
transformé de C, par la substitution [z, f(2)] sera un certain contour trés 
petit C,, enveloppant le point f(z) et situé tout entier à l'intérieur de R,. 

Afin d'établir la convergence de la série (2) nous allons démontrer 
successivement un certain nombre de lemmes. 


LEMME I. La somme des surfaces de tous les contours C, est égale à 
une quantité finie C. 

En effet ces différents contours C, en nombre infini sont tous in- 
térieurs au cercle fondamental; de plus ils n'ont aucune partie commune 
puisque chacun d'eux est tout entier intérieur à lun des polygones R. 
La somme de leurs surfaces est done plus petite que la surface du cercle 
fondamental Elle est donc finie. Q9. (Q. ED: 
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Lemme IL Le rapport de la plus grande à la plus petite valeur que 


E d f; nee reb " : 
puisse prendre le module de 57 quand z reste intérieur à C, est plus petit 


qu'une certaine quantité K indépendante de i. 
En effet on a: 
d fi 1 
dz (nz + Oi)” 





d f, , \ . » , , . 
Le module de — est donc égal à ———; divisé par le carré de la di- 
dz 5 mod. 7, 


> 
Oi 


N 
: : aiU: : 
stance du point z au point — 7. Les points - sont les divers trans- 
ı i 


formés du point oo; ils sont done tous extérieurs au cercle fondamental 





comme le point oo lui-meme et ils ne peuvent étre infiniment voisins les 
uns des autres que dans le voisinage de ce cercle. Soient M, et m, la 
plus grande et la plus petite valeur que puisse prendre ce module quand 
2 reste intérieur à C,; 


0? 


^ 
SE UT 


soient a et b la plus grande et la plus petite 


au contour C,; nous aurons évidemment : 





distance du point 


M; ar 


m; b° 


sont extérieurs au cercle fondamental. Soient 





Or tous les points > 
i 
done A et B la plus grande et la plus petite distance de l'origine, centre 
du cercle fondamental, au contour C,. Ces deux distances seront plus 
petites que 1 puisque C, est tout entier intérieur au eercle fondamental. 
On a alors: 

a < 1 + À b>1—B 


M; 1 + AV 
mi (i ++) 
A 


D'ailleurs Fa) K est indépendant de 2. Cy _ONEND 


d'où 


Lemme III. On a quel que soit à 





C; 


4 
v 


M} < kK 
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En effet soit z — x + iy; la surface du contour C, s'écrit alors 


ON JE dx dy 


et la surface du contour C, 


a= ff [moa dfi da dy 
dz : 


les deux intégrales doubles étant prises à l'intérieur du contour C,. On 
a donc l 

Cas f. f ve dx dy > m? C, 
ou bien 


M? 
— (0 


Ci = E ^ 


ou enfin: 
M NS. 


C. Q. F. D. 


Rien n'est plus aisé maintenant que d'établir la convergence de la 
serie (2). Supposons en effet d'abord m — 2; nous aurons à envisager 
la série: 


(2) Y mod. (£)- N mod. (2 + à) s 





el 


Or nous aurons: 


If; 2 9 C- 
mod. (#) LE 
dz C, 
s : : K* 
Les termes de la série (2) sont donc plus petits respectivement que Us 
0 


multiplie par le terme correspondant de la serie Ye dont la somme est 
un nombre fini C d'après le lemme I. 

La série (2) aura donc aussi une somme finie S. On a par conse- 
quent a fortiori quel que soit 7 


Le VS. 


mod. dfi 
dz 
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On aura done pourvu que m > 2 


mod. dfi Fe mod. un Sr 
dz dz 


df, m 


est plus petit que 
dz 





C'est a dire que chaque terme de la série Y (mod. 
— 
m—2 


la constante S ?  multipliée par le terme correspondant de la série 





df, \* : : 
Y (mod. Ji qui est convergente. 
Zul 


dz 
La convergence de la serie (2) est donc démontrée et il s'agit ici, 
non d'une semi-convergence, mais d'une convergence absolue puisque tous 
les termes de la série sont positifs. 
2° Supposons maintenant que le point z soit extérieur au cercle 
fondamental. 


^. 
4e . , . — 0; ; ANC 
Si le point z est lun des points — —, lun des termes de la série 
f 
est infini et la convergence est impossible. Supposons donc que le point 


> 
— (eh 





2 ne se confonde avec aucun des points , je dis que la serie (2) sera 


1 


encore convergente. 


Considérons en effet un autre point z, intérieur au cercle fondamental. 


1 
La série 


^ ( m — In 
(2*) Y mod. DUC = Y mod. (72, + à) " 
at dz, 
est convergente d'aprés ce qu'on vient de voir. Je dis quil en est de 
meme de la serie 


(2) Ÿ mod. (A) 
fi l 


az 





N mod. (ri Jt DE 


— 





I 4 EN A Ô 
En effet nous pouvons trouver une limite supérieure À de mod. (+ + ) 
Vi 


N ^ 
OF Oi 





fi Vi 
module fini et limité et ils ne sont pas infiniment rapprochés du point z. 


ont un 





et une limite inférieure r de mod. (: de IE car les points 


On a done: 
mod. (y + gie" Rom 


mod. (ri + ee yim 
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Chaque terme de la série (2) est donc plus petit que (5) inultiplié 
3 


par le terme correspondant de la serie (2°) qui est convergente. 

La serie (2) est donc aussi convergente. 

3° Supposons maintenant que le point z soit sur la circonférence 
du cercle fondamental. La démonstration précédente sera encore applicable 
pourvu que le point z ne soit pas infiniment rapproché d'une infinité de 


^ 
—— 4} 





points C'est ce qui arrivera si le point z appartient à l'un des 


li 

cótés de la 2"* sorte de l'un des polygones A. La série (2) est alors 
convergente. Dans le cas contraire, les termes de la série (2) sont suscep- 
tibles de croître indéfiniment, de sorte que la convergence n'a pas lieu. 

Les points de la circonférence du cercle fondamental se divisent en 
deux classes, les uns appartiennent à lun des cótés de la 2"* sorte de 
lun des polygones A; les autres, qui ne satisfont pas à cette condition, 
sappelleront les points singuliers essentiels du groupe G, de sorte que la 
condition de convergence de la série (2) pourra s’enoncer ainsi: le point 


» 


: 4 8 0; : 
z devra ne se confondre ni avec aucun des points ‘, hi avec aucun des 





li 


points singuliers essentiels du groupe G. 

La série (2) définit une fonction de z, mais cette fonction n'est pas 
monogene, comme on le voit aisément d'aprés la forme méme de la série. 
La somme de la série (2) dépend également du groupe G et si on suppose 
que les coëfficients des substitutions fondamentales de ce groupe sont des 
fonctions d'un certain paramètre /, la somme de la série (2) sera aussi 
une fonction de f. 

Une petite digression est nécessaire pour me permettre d'exprimer 
plus nettement ma pensée. Reportons-nous au $ 11 du mémoire sur les 
groupes fuchsiens, paragraphe intitulé: Formation effective des groupes 
fuchsiens, et prenons pour fixer les idées l'exemple I de ce paragraphe. 
Dans cet exemple, il s'agissait de former les groupes fuchsiens de la 3"* 
famille, engendrés par un polygone normal de 2» côtés de la 2% sorte. 
Nous avons vu, que les coëfficients des » substitutions fondamentales de 
ce groupe ne sont assujettis qu'à des inégalités. Il est done possible de 
les exprimer en fonctions rationnelles de 3» paramétres arbitraires 


Oey CAN om SEN ke 


í————— Ee 
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assujettis seulement à être réels et à satisfaire à certaines inégalités. — Les 
coëfficients de toutes les substitutions du groupe sont alors, comme ceux 
des substitutions fondamentales, des fonctions rationnelles des paramètres 
u. De plus il est évident que tous les groupes différents que l'on obtient 
en attribuant aux w différents systèmes de valeurs, sont tous isomorphes 
entre eux. 

Ce qui précede peut étre étendu au cas le plus général et, pour 
énoncer plus facilement les résultats qui vont suivre, je vais introduire 
une définition nouvelle qui nous sera utile dans la suite. Considérons 
deux polygones normaux À, et R’,; je suppose qu'ils soient désignés de 
méme dans le systeme de notation du. $ 7 du mémoire cité. Les cycles 
de chaque catégorie seront en méme nombre dans À, et //, et ils se 
correspondront un à un. Je suppose de plus que la somme des angles 
de À, qui appartiennent à un méme cycle de la 1^* catégorie, est la 
méme que la somme des angles du cycle correspondant de A’. Je dirai 
alors que les deux polygones, ainsi que les deux groupes qu'ils engendrent, 
font partie de la méme classe. Il est clair que dans ce cas les deux 
groupes sont isomorphes entre eux. 

Considérons donc une infinité de groupes appartenant à la même 
classe C et dérivés de » substitutions fondamentales, Prenons » substitu- 
tions quelconques et cherchons si elles peuvent être prises pour les sub- 
stitutions fondamentales d'un groupe discontinu appartenant à la classe C. 
Nous trouverons en général que leurs coëfficients doivent satisfaire à cer- 
taines égalités et à certaines inégalités Ces coëfficients pourront alors 
s'exprimer rationnellement en fonctions de p paramètres arbitraires 


LH o Ding case Wh 


\ 


assujettis seulement à rester réels et à satisfaire à certaines inégalités. La 


seule différence avec l'exemple I du $ 11 c'est que l'on a en général 


p< 3n, 
au lieu de p = 3n. 

Deux groupes qui sont .de la méme classe sont en général de la même 
famille. Il y a cependant des exceptions. Ainsi reprenons l'exemple I du 
$ 11 que jai cité plus haut. Les groupes envisagés sont en général de 
la 3™° famille; mais dans certains cas limités, ils peuvent se réduire à des 
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groupes de la 2"* ou de la 4"* familles En général un groupe de la 
2% famille ou de la 4"* famille peut étre regardé comme appartenant a 
une classe forinóe de groupes de la 3"* famille qui ne se réduisent à la 
2% et à la 4"* familles que pour certaines valeurs particulières des 
paramètres 4. De méme un groupe de la 6"* ou de la 7** familles peut 
étre regardé comme appartenant à une classe formée de groupes de la 
5"* famille, qui ne se réduisent à la 6"* ou à la 7"* familles que pour 
certaines valeurs particulieres des parametres w. Cette remarque nous 
sera utile dans la suite. 

Ainsi il existe des classes de groupes fuchsiens qui sont tous iso- 
morphes entre eux; les coëfficients de leurs substitutions sont des fonctions 
rationnelles de certains paramétres réels w, assujettis à certaines inégalités. 
Si l'on forme la série (2) à l'aide des différents groupes appartenant à 
une méme classe, la somme de cette serie sera évidemment une fonction 
des #; je dis que ce sera une fonction continue de ces paramètres, 

Il est clair que chaque terme de la série, étant rationnel par rapport 
aux wu, sera une fonction continue de ces parametres; mais cela ne suffit 
pas pour qu'il en soit de méme de la somme de cette série. Si nous 
considérons en effet une série 


Se) a eae JU) BS 5 S oS occ SR G)T.. 1. 


dont les termes sont des fonctions continues de x et qui est convergente, 
la somme S(r) de cette série peut être une fonction discontinue de x. 
Mais faisons une hypothése de plus. Supposons que quand on a: 


(3) x, 


IV 


FE e 
LT, 


on ait: 


et que la série 


soit convergente; on sait que S(x) restera fonction continue de x tant que 
cette variable satisfera aux inégalités (3). Ce résultat est d’ailleurs facile 
à étendre au cas de plusieurs variables. Ainsi pour démontrer que la 
série (2) est une fonction continue des #, il suffit de faire voir que l'on 
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peut trouver une infinité de nombres positifs À, (indépendants des «), tels 


que la série VA soit convergente et que l'inégalité 
al 


(moa. a) ee À; 


dz 


soit satisfaite quels que soient les #, pourvu que ces paramètres restent 
compris entre certaines limites qui peuvent d’ailleurs être aussi voisines 
que l’on veut du système de valeurs pour lequel on veut démontrer la 
continuité de la somme de la série (2). 

Pour démontrer cette continuité, je vais faire usage de certaines 
considérations qui me fourniront en même temps une démonstration nou- 
velle de la convergence de cette série, ce qui ne sera pas inutile, vu 
l'importance de ce résultat. Je vais rappeler quelques-unes des définitions 
du $ 2 du Mémoire sur les groupes fuchsiens. Dans ce paragraphe j'avais 
appelé figures congruentes deux figures qui sont les transformées l'une de 
l'autre par une substitution linéaire à coéfficients réels. Posant ensuite 


2 — v c yY— 1 
javais appelé L d'un are, l'intégrale 
mod. dz 
y 
prise le long de cet are et S d’une aire plane l'intégrale 


dz dy 
y 





prise à l'intérieur de cette aire. 

La L d'un are et la S d'une aire sont des invariants pour ces figures, 
c'est à dire que deux arcs congruents ont méme Z et que deux aires 
congruentes ont méme 5$. 

Plus tard au $ 12 du mémoire cité, j'ai envisagé des groupes de 
substitutions qui n'étaient plus assujetties à étre réelles, mais à conserver 
un certain cercle fondamental. Par une extension toute naturelle, deux 
figures seront dites congruentes lorsqu'elles seront transformées l'une de 
l'autre par une substitution linéaire conservant le cercle fondamental. Il 
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y aura pour les arcs et les aires deux invariants analogues à ceux que 
nous avons rencontrés dans le cas des substitutions réelles et que nous 
appellerons par extension L et S. Par exemple dans le cas qui nous 
occupe, le cercle fondamental a pour centre l'origine et pour rayon 
l'unité. Posons 

g — pe” 


J'appellerai L d'un are, l'intégrale 


mod. dz 
1 — p° 


prise le long de cet arc et S d'une aire l'intégrale 


pdpdw 
(l—p*y 


prise à l'intérieur de cette aire. On vérifie aisément que deux arcs con- 
gruents ont méme L, pendant que deux aires congruentes ont méme S. 
Considérons un cercle ayant pour centre l'origine et pour rayon p. 


La S sera: 
+ ET | 
do Pro = ap © 
I) iyu 


La L de son rayon sera: 


p 


nom do zi il + p 


1 — p° Dno 





0 


Nous appellerons cette quantité le R du cercle. 
On a, en fonction de R: 


Passons maintenant à la démonstration de la convergence de la série 
(2), et supposons pour fixer les idées que le point z est intérieur au cercle 
fondamental; la démonstration s'étendrait sans peine au cas général. 
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Nous décrirons autour de z un contour C, que nous pourrons prendre 
assez petit pour qu'il soit tout entier à l’intérieur de l’un des polygones 
R, de R, par exemple. Quand les paramètres w varieront entre les limites 
que nous leur avons fixées, les polygones À varieront, mais nous pourrons 
toujours supposer que C, est assez petit pour rester constamment tout 


entier à l’intérieur de R,. Si nous considérons maintenant les différents 


transformés du point z, c'est à dire les différents points Euer chacun 


rz + i 
de ces points sera contenu à l'intérieur d'un petit contour C, situé tout 
entier à l'intérieur d'un certain polygone À, ainsi qu'on l'a vu plus haut. 
Tous les contours C; seront congruents eutre eux et extérieurs les uns aux 
autres. 

Jappellerai o la S de C, qui sera celle de tous les C;. Si je con- 
sidére maintenant diverses circonférences coupant orthogonalement le cercle 
fondamental et les ares de ces circonférences qui sont interceptés par C,, 
la L de ces ares restera inférieure à une certaine limite que j'appelle 2. 

Démontrons maintenant quelques lemmes. 


Lemme IV. Considérons les points transformés de z, c'est à dire les points 


Gu + Bi 


Ti + 0; 
qui sont intérieurs à un cercle C' qui a pour centre l'origine et pour rayon 


3 il 


ee 
le nombre de ces points est plus petit que: 


T (gut) 4 QAR +D — 9) 
(2 


En effet soit N ce nombre. 
Giu + Bi 
PRESS 
Ti Oi 
dant sera évidemment tout entier à l'intérieur du cercle C" qui a pour 
centre l'origine et dont le R surpasse de À celui du cercle C', c'est à dire 
dont le À est égal à R’ + 1. 

Il a done à l'intérieur du cercle C" au moins N contours C, dont 

1 


Si un point est intérieur au cercle C’, le contour C, correspon- 


la S totale est égale à No. 
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Or la S du cercle C" est 


7T 


we + e—2R"#) — 9) 
On a donc: 


T , Die 
N <a YE M +3) + e XR A) 2) 


CHOSE 


Lemme V. On a identiquement: 


1 i 
mod. —————; = 4 


(re + 0)” 1 — mod. z? 


En effet envisageons un contour infiniment petit C, deerit 


point z et le transformé C, de ce 


contour par la substitution 


aa + 2) 


pi at 0; 


— 
x 


Soient @, et c, leurs surfaces, on aura: 


a + Be 2 
rie + 0; 
— = mod. | — = mod. 








0 d: (ra + à) 


Les S de w, et de «, seront: 


| t dæ dy = ©, 
5 | (1 — mod. z?)? (1 — mod. z?)” 


dx dy = ©; 
2 9.\ 2 7 2 
1 — mod. (+5) E — mod. en 
nz + à 


ect 0; 











Or ces figures sont congruentes et ont même $. 
On a done 





autour du 
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d'ou: 
ae 4- dA 
ode 
1 riz + 0; 
mod. — 
(re E à) 1 — mod. 2° 


(C GERE DE 


Considérons deux cercles ayant pour centre l’orieine et passant, l'un 
g I , 








1 = Liz Ji 
par le point z et l'autre par le point 42+”, 
Tie + 6i 
Soit A le À du premier cercle et À’ le R du second cercle. On aura: 
I 
Cha med: aig + Bi ek — 1 
mod, 2 — E mod. Y = op 
est] 1 psc er + TI 
et enfin 
1 1 e24 + e—24 En 9 
mod. —— 
(rec à) ^ ef-pe3 2 


Tuéorème. La série (2) est convergente. 

Décrivons en effet une infinité de cercles ayant pour centre commun 
l'origine et dont les À croissent en progression arithmétique. Soient Aj, 
AO s.c, ... ces cercles et soit #7 le A du cercle. K,. 


Ecrivons la série (2) sous la forme suivante: 
(2 bis) SU PT QUE NEE. 


.On obtient le terme U, de la série (2 bis) en groupant tous les termes 
n o 

Oe + Bi 

fig + 9i 


couronne cireulaire située entre les deux cercles K et K 


n* 


de la série (2) qui correspondent a des points compris dans la 


gi 
Comme les termes de la serie (2) sont positifs, un pareil groupement 
est lieite et la convergence de la serie (2 bis) entraine celle de la serie (2). 
Le nombre des termes de (2) groupes ensemble dans le terme U, 
est, en vertu du Lemme IV, plus petit que 


T5 TER, 
>2(nr+2) —2(nr+A) 9 2(nr4- A) 
€ + e — 2) e 

45 do 


Chacun d’eux est, en vertu du Lemme V plus petit que 


e24 + e724 + D m e24 + e 24 + 9m 
3 eXnr—r) + eg Xnr—r) + D < ea) 





e2(nr—r) 
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On a done 


Ur < 1,0 + e 2A + 2) terne nan ur 
o 


Posons: 


7 


1 (e24 3E e 24 + em 22}. mr = K 
g 


on aura: 
K 


gním—1)r 


(3) Un < 


K sera une constante indépendante de » et le second membre de l'inégalité 
(3) sera, puisque m > 1, le #"° terme d'une progression géométrique dé- 
croissante. La série (2 bis), et par conséquent la série (2), est done 
convergente. 


CHE D: 


Voyons quelle erreur on commet quand on se restreint dans la serie 
di + Bi 
12 + 0; 
ayant pour centre l'origine et dont le R est (n—1)r. La somme des 
termes négligés est égale à 


(2) aux termes qui correspondent aux points intérieurs à un cercle 


et par conséquent plus petite que 


Ke0—»)r 
jl = e(m—1)r 


TuÉon£ME. La somme X de la série (2) est une fonction continue des 
parametres u. 
En effet soit Y la valeur de cette somme pour certaines valeurs 


de ces paramètres w. 
Soit Y + ^ Y la valeur de cette méme somme pour des valeurs 
voisines 
u, + Au, u 4 Amt. Sonn Up EN Up 


de ces mêmes paramètres. Je dis qu'on peut prendre les A u assez petits 
pour que: 
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s étant une quantité donnée. 


Soit X, la somme des » — 1 premiers termes de la série (2 bis) 


5 


y» — U, + U, s UOI Sr UE 


Soit 


Soit de méme X, + A X, X, + A X,, la somme des termes correspon- 
dants de la serie Z + A Y; de telle sorte que 
UAH CS AE VASES SER 


On aura: 


n(1—m)r n(l—m)r 
= Ke SON Se Ker 
al I — e(m—lr TA rd [o (mr 


Nous pourrons donc prendre » assez grand pour que: 


| m 


X x AS Ow PU ce 


"om 


X, sera fonction continue des w; on pourra 


Or, une fois » choisi, X, 
done prendre les A wu assez petits pour que 


AU cc 3 
et par conséquent pour que 
IE 
Q.-Q.E- D! 


Considerons maintenant la serie suivante 


i Ar B; ¥\—2m 
(4) Oz) = Ne) (ria + 6) 


Je suppose: 
1° que Falgorithme H(z) représente une fonction rationnelle de 2 
dont aucun infini n’est situé sur le cercle fondamental, mais qui est d’ail- 


leurs quelconque. 
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2° que le nombre m est un entier plus grand que 1. La fonction 
H(z) aura un certain nombre d'infinis 


Si le point z se confond avec un des points 


«y + Pi 
lun des termes de la série est infini et par conséquent la série ne peut 
ètre convergente. 
Supposons au contraire que cela n'ait pas lieu. Nous pourrons trouver 
un nombre positif M tel que l'on ait, quel que soit 7 


mod. n(*- + Bi 


riz + 0; 


)<m 


on pourra méme choisir M assez grand pour que cette inégalité subsiste 
quand on fait varier les paramètres w entre certaines limites. 

Je dis maintenant que la série (2) que j'appellerai série thétafuchsienne 
est convergente. En effet nous aurons 


mod. [Jes =e à) +] x M mod. (riz JE à) 


Le module de chaque terme de la série (4) est donc plus petit que 
le terme correspondant d'une serie convergente à termes positifs C'est à 
dire que la série (4) est convergente et que sa somme est indépendante 
de l'ordre des termes. 

D'ailleurs on démontrerait, comme pour la somme de la série (2) 
que la somme de la série (4) est une fonction contimue des paramétres w. 


8 2. Classification et Propriétés Générales. 


Ainsi la série (4) est convergente sauf pour certains points singuliers; 
dans ces conditions elle définit une fonction @(z) holomorphe. La fonction 
O(z) est essentiellement uniforme, mais elle cesse d'être holomorphe aux 
points singuliers pour lesquels la série (4) cesse d'étre convergente. 
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Ces points singuliers sont: 
1° Les points 
did 3 Bi 


n » 
ji AP Oj 


cest a dire les divers transformés des infinis de H(z). Ces points sont 
des poles dans le voisinage desquels O(z) est méromorphe. 
2° Les points — "4, c'est à dire les divers transformés du point oc. 
G 
Ces points sont encore des pôles dans le voisinage desquels (2) est 
méromorphe. 





On démontrerait ce double fait en remarquant que dans le voisinage 
de ces points un des termes de la série (4) devient infini et que si l'on 
supprime ce terme, la serie reste convergente. 

3" Nous avons enfin les points singuliers essentiels du groupe G, 
c'est à dire les points du cercle fondamental qui n'appartiennent pas à 
un cóté de la 2° sorte de l'un des polygones R. Ce sont aussi pour la 
fonction (2) des points singuliers essentiels. 

Voici maintenant la propriété fondamentale de cette fonction. Considé- 
rons une substitution quelconque du groupe G, par exemple: 


WES ? Ope + A) 
(9) (x nz + À 








cherchons quelle relation il y a entre 


el“ + B 


yag 0, 


| et Oz) 


Le systeme des substitutions 


_ di + Bi 
7 pna -- 
formant un groupe dont fait partie la substitution (5) sera identique au 


systeme des substitutions: 





Ope $t 5 
^ uit) o 
122 + à "ADT 
2, = — (2, Fila) 
Oe + Pr N 
Wide 
The + OK 


Acta Mathematica — I. 91 
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en posant pour abreger: 


az + fi 
2 gu 2 a en JE 
yi? + 6i ez + Op 


ce qui permet d’écrire: 


ag) = V npo | 501 


ou : 





e. d i 1 m lf. m 
ate) = Var) 


df, dz 


On a d'ailleurs: 





eu Yo SET 
On a donc: 
d —m 
Afı) = 6( ( a) 

ou bien: 

Ope + d 

Imm — O(aí(x Z );. 2m 
(6) dE 2 6(z) (ya + à) d 


Nous appellerons fonction thétafuchsienne toute fonction uniforme de z 
jouissant de la propriété (6) Nous classerons les fonctions thétafuchsiennes 
de la méme facon que les groupes fuchsiens, à l'aide des propriétés du 
polygone normal A, correspondant. 

On a vu que les polygones R, pouvaient se distribuer en 7 familles 
et que la 1?*, la 2%, la 4%, la 6"* et la 7™° de ces familles se subdivisent 
en deux ordres. Mais tout groupe du 2? ordre de la 2™, de la 4%, de 
la 6"* et de la 7"* familles est identique à un groupe de la 3™° ou de 
la 5"* familles, on à un groupe du 1* ordre de la 6"* ou de la 7"* 
familles. (Voir $ 9 et 11 du mémoire sur les groupes fuchsiens.) Nous 
pouvons done toujours supposer que le groupe @ n'appartient pas au 2° 
ordre de la 2"*, de la 4"*, de la 6"* ou de la 7"* familles. 

Cela posé, je dirai que la fonction @(z) fait partie de la 1^", de la 
3% et de la 5"* familles si le groupe G fait partie de l’une de ces 
familles et que la fonction 6(z) fait partie de la 2"*, de la 4™°, de la 
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6"* ou de la 7"* familles si le groupe @ appartient au 1” ordre de l'une 
de ces familles. 

De méme je dirai qu'une fonction thetafuchsienne est du genre p, 
si le groupe (@ correspondant est de ce genre. 

Je puis également étendre aux fonctions thétafuchsiennes la. classifica- 
tion des groupes fuchsiens en classes dont jai parlé dans le paragraphe 
précédent. 

Envisageons d'abord les fonctions de la l**, de la 2"* et de la 5™ 
familles. Les polygones R correspondants n'ont pas de côtés de la 2™° 
sorte, de telle manière que tous les points du cercle fondamental sont des 
points» singuliers essentiels. Le plan se trouve divisé en deux parties, à 
savoir l'intérieur et l'extérieur de ce cercle, par une ligne singuliere 
essentielle; il faut en conclure, conformément aux principes actuellement 
admis dans la théorie des fonetions, et mis en lumiere par les travaux 
de M. WzrEnsTRAss, que le développement (4) représente deux fonctions 
distinctes, selon que z est intérieur on extérieur au cercle fondamental. 
La premiere de ces fonctions n'existera qu'à l'intérieur de ce cercle et 
admettra comme espace lacunaire toute la partie du plan qui lui est 
extérieure; la seconde au contraire n'existera qu'a l'extérieur du cercle 
fondamental. Dans ce qui va suivre nous n'envisagerons jamais que la 
premiere de ces fonctions; en effet la seconde d'entre elles, c'est a dire 
celle qui n'existe qu'à lextérieur du cercle fondamental, peut aisément 


1 N EUR ? , 
par un changement de z en — se ramener à une fonction thétafuchsienne 


z 
nexistant qu'à l'intérieur du cercle fondamental. 

Considérons donc une fonction thétafuchsienne n'existant qu'a lintéri- 
eur du cercle fondamental et définie par une série telle que (4); nous 
pouvons faire deux hypotheses: 

Nous pouvons supposer qu'un ou plusieurs des infinis de H(z) sont 
intérieurs au cercle fondamental; alors la fonction 6(z) aura des infinis 
(sauf dans certains cas exceptionnels ou plusieurs infinis de cette fonction 
se détruisent mutuellement) et nous dirons qu'elle est de la 1'"* espéce; 
nous serons certains alors que la somme de la série (4) n'est pas identique- 
ment nulle puisque cette somme peut croitre indéfiniment. 

On. peut supposer au contraire que tous les infinis de H(z) sont 
extérieurs au cercle fondamental; alors la fonction (2) n'a pas d'infinis 
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et nous dirons qu'elle est de la 2% espèce. La fonction 6(z) peut alors 
se développer en une série ordonnée suivant les puissances croissantes de 
z et qui reste convergente tant que z reste intérieur au cercle fondamental, 
c'est à dire tant que la fonction 6(z) existe. 

Rien n'empêche dans ce cas que la somme de la série (4) ne soit 
identiquement nulle et nous démontrerons en effet plus loin que toutes 
les fonctions 6 de 2" espèce s'expriment linéairement à l'aide d'un nombre 
fini d'entre elles. 

Passons maintenant aux fonctions de la 3*, de la 4*, de la 6* et de 
la 7° familles; les polygones R ont alors des côtés de la 2"° sorte, tous 
les points du cercle fondamental ne sont plus des points singuliers essentiels; 
nous n'avons plus une ligne singuliére essentielle, mais une infinité de 
points singuliers isolés. Il résulte de là que la série (4) au lieu de 
représenter deux fonctions distinctes selon que z est intérieur ou extérieur 
au cercle fondamental, représente une seule et méme transcendante qui 
est partout holomorphe, sauf en certains points isolés. La fonction 6(z) 
est done une transcendante uniforme existant dans toute l'étendue du 
plan et présentant une infinité de points singuliers essentiels. 

On peut se demander quelle place elle occupe dans la classification 
que M. MrrrAc-LrrrLER a donné de pareilles fonctions dans sa communica- 
tion du 3 Avril 1882 aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences 
de Paris. 

Les points singuliers essentiels étant en nombre infini seront infini- 
ment rapprochés dans le voisinage de certains points singuliers de 2% 
espéce; ceux-ci à leur tour sils sont en nombre infini seront infiniment 
rapprochés dans le voisinage de certains points singuliers de 3"* espece, 
et ainsi de suite. 

Je dis que nous ne serons jamais arrétés et que nous trouverons 
ainsi une infinite de points singuliers de toutes les especes. En effet si 
nous avons une infinite de points singuliers de la » — 1° espèce; il y 
aura au moins un point singulier de la n° espèce; mais sil y en a un, 
il y en aura une infinité, car tous ses transformés par les diverses substitu- 
tions du groupe G devront aussi être des points singuliers de la n° espece. 


GC: QE: de 
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Nous avons donc affaire à une de ces fonctions que M. Mrrrac- 
LErFLER a appelées du 2° genre. 

Il semble d'abord que toutes les fonctions aient des infinis, car elles 
existent dans tout le plan et elles doivent avoir pour poles ceux de la 
fonction rationnelle H(z) qui doit devenir infinie en quelque point du plan. 
Mais il peut arriver que plusieurs des infinis de la fonction @(z) se dé- 
truisent mutuellement; de sorte qu'on peut construire comme dans le cas 
précédent des fonctions thétafuchsiennes de la 2° espèce; on en verra un 
exemple au $ 8. 

Parmi les points singuliers de nos fonctions thétafuchsiennes, il en 
est qui doivent particulièrement attirer notre attention; ce sont les som- 
mets des polygones À qui sont de la 2% catégorie et qui appartiennent 
à un cycle de la 3"* sous-catégorie. (Voir le $ 5 du mémoire sur les 
groupes fuchsiens). 

Soit « un pareil sommet, il y aura parmi les substitutions du groupe 
G une substitution parabolique de la forme: 


[eene 67) 
ur + 2 
7 fill 4. mn 


ome 


C'est la la définition méme des cycles de la 3™° sous-catégorie. 
oO. 








Posons : 


2er 1 i Bir 1 








[e a — 


en conservant pour le symbole f(z) la signification qu'on lui a donnée 
plus haut, c'est à dire: 


Definissons maintenant un symbole 4, de la façon suivante: 


H (4 H Dax \ [ — 247 |" 
= (a+ | 


Il est clair que H, sera l'algorithme d'une fonction rationnelle. On 
trouvera alors identiquement: 


ER, T aram N R det)" ( dti" 
A(z) > devel | A Yee di dz 
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Mais la serie A(z) étant absolument convergente on peut en ordonner 
les termes comme on le veut. Voici comment nous allons les ordonner: 
Parmi les fonctions ç(f) on peut en choisir une infinite 


Lys CNOA). a dene 


de telle facon que toute fonction £,(f) puisse se mettre d'une maniere et 


d'une seule sous la forme: 
eilt) = &(t + 2hiz) 
h étant un entier positif ou négatif; ce qui permet d'écrire: 
k=0 h=+o 


m (4 2 T. m 
Oz) = (=) pie pn HE ma + HR 


dz dt 


Considérons un nouvel algorithme //’,(/) defini comme il suit: 
db, 
H(t) = H (neo a) 


tt + 2hiz) 





14 


dz 


Le E AMD 


h=—o 


Il faut d'abord effectuer la sommation par rapport à h; or H’,(¢) 
est une fonction rationnelle de / qui tend vers 0 quand £ tend vers l'infini. 
On aura donc: 

ib 

Yard + 2hir) = H'",(e) 

h=—o 
H”,(e‘) désignant une fonction rationelle de e&' qui tend vers 0 quand ¢ 
tend vers l'infini. Il vient donc: 


dt ^ 
O(z) = (4) ymo 


La convergence de cette série est évidente, puisqu'on l'a obtenue en 
groupant d'une certaine manière .les termes de la série (4) qui est uni- 
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formément convergente. De plus les termes sont rationnels en e et leurs 
infinis ne sont pas infiniment rapprochés dans le voisinage de 


t 


€ — 0 ou de e&-— co 


de telle sorte que l'on peut trouver une limite supérieure et inférieure 
des modules des valeurs de &' qui rendent infinie l'une des fonctions Z7". 
Il suit de là que dans le voisinage du point singulier 7 — a la fonc- 


Qi 2i 


tion 6(z)(z — 4)" est holomorphe en e*~® ou en e selon que l'on 
approche du point « par lintérieur ou par l'extérieur du cercle fonda- 
mental. 

En d'autres termes, x est pour la fonction @ un point singulier 
logarithmique. 

Ainsi, si lon envisage les différents sommets des polygones R, on 
reconnaitra : 

1° que les sommets qui font partie d'un cycle de la 1** et de Ja 
3"* catégorie sont pour la fonction @ des points ordinaires ou des pôles. 

2° qué les sommets qui font partie d'un cycle de la 3"* sous-catégorie 
sont des points singuliers logarithmiques. | 

3° que les sommets qui font partie d'un cycle de la 4"* sous-catégorie 
sont des points singuliers d'une nature plus élevée. 


8 3. Zéros et Infinis. 


Nous allons maintenant étudier la distribution des zéros et des infinis 
de la fonction 0. Il est clair que si un point z est pour cette fonction 
un zéro ou un infini, i| en sera de méme de tous les points correspon- 
a2 + Bi 
re + à 
zéro contenu à l'intérieur du polygone A,, correspondra un zéro contenu 


dants à 2, c'est a dire de tous les points De cette facon à tout 


dans chacun des polygones R, et que nous ne regarderons pas comme 
réellement distinct du premier. De sorte que le nombre des zéros et des 
infinis réellement distincts de la fonction @ sera le nombre des zéros et 
des infinis contenus à l'intérieur de 7, si la fonction n'existe que dans 
le cercle fondamental, et à l'intérieur de A, + R, si elle existe dans tout 
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le plan. Je rappelle que R’, est le polygone symétrique de R, par 
rapport au cercle fondamental. 

Cependant quelques conventions spéciales sont nécessaires, si l'on veut 
pouvoir énoncer simplement le résultat auquel nous allons arriver au sujet 
du nombre des zeros et des infinis. Il est d'abord évident qu'un zero 
double ou un infini double doit compter pour deux zéros ou pour deux 
infinis; de méme pour les zéros et les infinis multiples Mais outre les 
zeros contenus à l'intérieur de A,, il peut y en avoir qui se trouvent 
sur le périmétre de ce polygone. Supposons qu'il y en ait un sur un 
côté ab de la 1"* sorte, il y en aura un autre, correspondant au premier 
sur le côté conjugué de ab. Ces deux zéros ne seront pas réellement 
distincts et on ne devra les compter que pour un seul zéro, ou, si l'on 
veut, on devra compter chacun d'eux pour un demi zéro. Supposons 
maintenant qu'un sommet de la 1° catégorie soit un zéro d'ordre p; les 
sommets qui font partie du méme cycle seront au nombre de n par 
exemple et chaeun d'eux sera un zéro d'ordre p comme le premier. 
Supposons que la somme des angles qui correspondent à ces sommets 


solt 





2 . un > eppr & .x 
5 chacun d'eux appartiendra à n. K polygones différents, de maniere 
c : 


qu'on devra en quelque sorte le partager entre ces m. À polygones et 





que la part du polygone R, sera un zéro d'ordre Pe Il résulte de là 
y N. 


que les différents sommets du cycle représenteront seulement JL zeros 
distincts. 

Il est facile d'étendre cette convention au cas où l'un des zeros est 
un des sommets de la 2% catégorie et appartenant à un cycle de la 3™° 
sous-catégorie, Nous avons vu que si « est un pareil sommet, la fonction 
6 peut se mettre sous la forme: 


2iz 
(z = a)?" D [x] 


Ir 


2iz 


® étant une fonction holomorphe de €? s'annulant pour 


c'est à dire pour: 
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“= 0 sera alors un zéro de la fonction rationnelle @(w). Supposons que 

ce soit un zéro d'ordre p. Nous dirons alors que les différents sommets 

du cycle auquel appartient « représentent p zéros distincts de la fonction 6. 
Ce qui précéde s'applique évidemment aux infinis. 


Oceupons-nous d'abord des infinis. La série (4) devient infinie quand 
(A) ou —Ll . devient infini. Supposons d'abord que la fonc- 
Mig + 0; fi 0; 

1 
ne peut devenir infini; de plus à chaque infini de //(z) intérieur au cercle 


tion 0 n'existe qu'à l'intérieur du cercle fondamental. Alors 


fondamental correspondra en general un infini de l'un des (s 
i^ i 

qui sera intérieur à R,. i 

Done: 

Le nombre des infimis distincts de 0 est égal au nombre des infimis de 
H intérieurs au cercle fondamental. 

Supposons maintenant que 6 existe dans tout le plan. 

A tout infini de H(z) intérieur au cercle fondamental correspond un 


5 : 5 az EN cd rut 5 
infini de l'un des m intérieur à À 


rit + 0; E 


A tout infini de A(z) extérieur au cercle fondamental correspond un 
wis ; QUIM nin ae ' 
infini de l'un des H tx intérieur à À”. 
fi? zi: Oi 
A l'intérieur de chacun des polygones R’; et par conséquent à l'in- 
N 
rake . 0; . 
térieur de R’,, nous trouverons un des points — qui sont pour @ des 
0? 7, 
i 


^ 


"PL. S ' . 3 . 0 
infinis d'ordre 2m. Il y a cependant une exception: les points — ^ sont 


fi 


les différents points correspondants de l'infini; la surface de l'un des 


polygones A’ contient le point oo et ne contient pas de point ance le 
j fi 

point co n'est pas en général un infini de 6. Nous supposerons, pour 
éviter cette difficulté, que le polygone R’, ne contient pas le point oo et 
nous pourrons énoncer le résultat suivant: 

Le nombre des infinis de 0 contenus à lintérieur de R, + R),, c'est 
à dire le nombre des infimis distincts de 0 est égal au nombre des infinis 
de H augmenté de 2m. 


Passons à la recherche des zéros. Parmi eux il y en a qui doivent 
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d'abord attirer l'attention; je veux parler des sommets de la 1° catégorie 
qui dans certains cas sont forcément des zéros d'ordre déterminé. 

Soit a un sommet de la 1** catégorie et a’ son symétrique par rapport 
au cercle fondamental. Supposons que « fasse partie d'un cycle et que 
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la somme des angles de ce cycle soit L'une des substitutions de @ sera: 








(5. i-es 


Nous aurons: 











ou 
aff) ik 
(5) OF, )(f,— «y = O(2)(2 — ay —— 
d zs 6b 
IE —+) 
Mais: 
RC n aa 
due G2 z—a 


Remarquons de plus que nous pouvons développer 6(2)(2 — 4)" 
HL 





suivant les puissances de -; de façon à poser: 


N = Z—a = z—a\? 
63) — «yn = e(—5) =Ya(=) 


L'équation (5) devient alors: 


2ipz p 2mir p 
= enm 44 PS! SES) ai 
PACs = V Ape is - 
. Z—4 à 2—4a4 


Cette identité exige que l'on ait: 

















A, = 0 ou bien: 








bo 
di 
© 
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c'est à dire: 


(6) p+m=0 mod. K. 


Done le développement de 6, ne contient que des termes dont l'ordre 
p satisfait à la congruence (6). Si done K ne divise pas m, z = a est 
un zéro pour ©, et par conséquent pour ©. 

Ce zéro est d'ordre au moins égal au reste de la division de m(K — 1) 
par A; et si l'ordre de ce zéro diffère de ce reste c'est d'un multiple 
de K. Il y a exception évidemment si « est un infini de 6. 

De méme nous avons vu que les sommets qui appartiennent à un 
cycle de la 3"* sous-catégorie sont en général des zéros de la fonction 0. 

Nous àllons maintenant chercher quel est le nombre des zéros réelle- 
ment distincts de notre fonction @ et pour fixer les idées nous supposerons 
quil sagit d'une fonction de la 1°" famille. Soit q le nombre des infinis 
distincts, soit p le nombre des zéros réellement distincts, c'est à dire le 
nombre cherché; soit maintenant p, le nombre des zéros situés à l'intérieur 


de A. 


périmétre et sur les sommets. Nous supposerons, ce qui arrivera en 


en laissant de cóté les zéros qui pourralent se trouver sur le 


general, quil n'y a pas de zéro sur le perimetre en dehors de ceux qui 
sont sur les sommets; sil y en avait, on n'aurait qu'à considérer les zéros 
situés sur les côtés comme des sommets séparant deux côtés consécutifs 
du polygone situés dans le prolongement lun de l'autre. Supposons 
maintenant que les sommets se repartissent en un certain nombre de 
Eyeles de lar 1.5 catemorie RC eei 0o as. . Supposons que tous 
les sommets du cycle C, soient des zéros d'ordre p, et que la somme des 


92 
a 


i 


angles de ce cycle soit x de telle sorte que l’ensemble de ces zeros 
i 

doivent étre comptés, d'après la convention faite plus haut pour 2 

p ) I I P K. 

; Aj 


zeros distincts. On devra avoir: 


pit m=0 mod. K; 


= ER 
NIE 


Le probléme consiste à évaluer p,. Pour cela il faut prendre l'intégrale: 


= 0' (z)dz 
u J^ 
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le long du perimetre de R,. La partie réelle de cette intégrale sera 
nulle et la partie imaginaire sécrira: 


Dir(p, — 4) 


L'évaluation de l'intégrale (7) présente ici une difficulté spéciale. 

En effet la fonction sous le signe y devient infinie en divers points 
du contour d'intégration puisque nous avons vu qu'un certain nombre de 
sommets de À, étaient des zéros de 0. On tournera cette difficulté en 
décrivant autour de chacun de ces sommets comme centre des ares de 
cercle infiniment petits, raccordant les deux cótés qui aboutissent au 
sommet considéré; il faudra décrire ces arcs de cercle à l'intérieur de R,, 
de facon à laisser les &ommets en dehors du contour, puisque nous voulons 
évaluer p,, c'est à dire le nombre des zéros intérieurs a R,. 

Il faudra done évaluer lintégrale (7): 

1° le long des ares de cercle infiniment petits décrits autour des 
sommets. 

2° le long des côtés de la 1”° sorte. 

3° le long des cótés de la 2% sorte. 

Il suffira d'ailleurs de calculer la partie imaginaire de l'intégrale, 
car nous savons d'avance que la partie réelle est nulle, et cette partie 
imaginaire n'est autre chose que la variation de largument de 6. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse d'une fonction de la 1”° famille, de 
telle facon que nous n'ayons que des sommets de la 1° catégorie et des 
côtés de la 1° sorte. Soit 2» le nombre de ces côtés. | 

Considérons d'abord un des petits ares de cercle décrit autour d'un 
sommet; supposons que ce sommet appartienne au cycle C, dont la somme 


ai 


des angles est = et dont tous les sommets sont des zéros d'ordre p,. 


A; 
Soit À l'angle du sommet considéré. L'intégrale prise le long du petit 
arc de cercle correspondant sera — p,A; prise le long de tous les ares de 


cercle décrits autour des divers sommets du cycle, elle sera: 


Enfin l'intégrale (7) prise le long de tous les arcs infiniment petits 
décrits autour des sommets de R, sera: 
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Pi 
— 2 A m 
d K; 


Il reste à évaluer notre intégrale le long des côtés de la 1° sorte. 
Soient done ab, ab’ deux côtés conjugués de R,. Il faut calculer: 


b a" b b' 
Odz O'dz O'dz Odz 
a b' a “a! 


Soit (2, f(z)) celle des substitutions du groupe G qui change a’b’ en ab. 
Nous aurons, d'après ce qu'on a vu plus haut: 








Af) = (SE) 7 








dz 
ou: 
LO Ff) = L0 — mu 

Done: 

b b’ 

0'( f) O'(z) df, 
"Ji = az = — 1 4 
He 2| d m d: Jd 


Il reste done à chercher comment varie la 


partie imaginaire de LE ou l'argument de df. a D 
dz dz c —G 
quand z varie de a’ AD. mus, 

Je rappelle que les côtés de R,, ab, ab ^ 7 
sont des arcs de cercle; je vais mener aux points se 
a, b, a’, i les tangentes aux arcs de cercle ab, ZEN 
«'b'; solent ac, be; ac’, b'c’ ces tangentes. „ Soient “a SSX 
maintenant w,, ®,, @,, c, les arguments des quan- a b 
tités imaginaires (c — a), (b — c), (c' — a^), (b' — c"). 

Supposons qu'on opére de la méme maniére pour tous les cótés du 
polygone curviligne R,; on obtiendra un polygone rectiligne P, de 4n 
côtés, dont les côtés seront les tangentes menées aux côtés de À, par les 
sommets de À, et dont les sommets seront ceux de A, et les points tels 
que c, c; je désignerai simplement par les lettres c et c' les angles du 
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polygone P, qui correspondent aux sommets c et c. Outre les sommets 
tels que c le polygone P, admet 25» angles qui lui sont communs avec 


R, et don la somme est Mz d’ou la relation: 


Nous pouvons écrire maintenant: 





df; ; 
g. = ceo our 2—4 
dz 1 3 P 
df, 
arg. B LEE pour 2 — Ù 
ri 


J = m(o, — e, — e, + €) 
6 — à, — à, +T 
Geom UR pem 
J = m(e + c — 2z) 
L'intégrale (7) prise le long de tous les côtés de la 1^* sorte aura 


donc pour partie imaginaire Ys ou bien: 


my — 2nmx 


(4n — 2)mz — de me =e (n — 1)2mz — 27 = 


ou 


L’integrale (7) se réduit alors a: 
2zy — 1 AT — 1) D iM 


y) = 9 + mm — 1) —— 


d'ou la relation: 


Ce nombre p, des zéros intérieurs à A, est entier à cause des con- 
gruences: 


pi+m=0 mod. K;. 
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Exprimons maintenant le nombre p des zeros reellement distincts, 
defini par les conventions faites plus haut; nous trouverons: 


Mau — JI De 
p=4 min K, 


Ainsi lexcés du nombre des zeros distincts sur celui des infinis distincts 
ne dépend que du nombre m, du nombre 2n des côtés de R, et de la 


I- 
somme Nen des angles de ce polygone. 
toed KK; 


Cette somme satisfait A l’inégalite: 
ce 


27 


K « z(2n — 2) 


d'ou 


Sk A RA 
ZR il 


et par conséquent p > q.  L'expression (^ — 1—Yx] est proportion- 


nelle à la S du polygone R,. 

Supposons maintenant que la fonction 6 soit de la 2° ou de la 6° 
familles. Nous n'aurons toujours que des côtés de la 1”° sorte, mais outre 
les cycles de la 1"* catégorie C,, C,, .... C;, .... que nous avions rencon- 
trés dans le premier cas, nous aurons des cycles C’,, C’,,..... C', de la 
2% catégorie et de la 3™° sous-catégorie. Considérons le cycle C’,; divers 
sommets de ce cycle seront des zéros; je suppose d'aprés la convention 
faite plus haut qu'ils comptent pour /, zéros distincts. On aura alors: 


(8) p= Po +E 5 Yn 


Il faut évaluer l'intégrale (7): 

1° le long des ares de cercle infiniment petits décrits autour des 
sommets de la 1** catégorie. 

2° le long des côtés de la 1** sorte. 

90 


3° le long des ares de cercle infiniment petits décrits autour des 
D 
sommets de la 2% catégorie. 
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La premiere partie de l'intégrale se réduit comme plus haut a 


Dir Li: la seconde à 
hand K ; 


Vy = 2izm(n —1— yx) 
— K; 


Pour évaluer la troisième il suffit d'étudier comment varie l’argument 
de @ dans le voisinage des sommets de la 2% catégorie; à cet effet, il 


faut mettre la fonction 9 sous la forme: 


2ir 


(z ELE a) — 2m d 


(® étant l'algorithme d’une fonction holomorphe), ce qui est possible, 
ainsi qu'on l'a vu plus haut. On reconnaitra alors que cette 3"* partie 


de lintégrale se réduit à — Six V h,. 
A 


Il restera done pour l'expression de l'intégrale (7) 
. m n 
24z] m(n — 1) — ) USE — NUS 
— K; — 


"1 N pcm NS 
p.74 mn 1) DEDI Zu 


d'ou: 





et: 


1 
p = + ZU — ] -Yx) 

Nous sommes conduits pour l'excés du nombre des zéros distincts 
sur celui des infinis distincts à la même expression que dans le cas précé- 
dent. Cet excès est proportionnel au nombre m et dépend en outre du 
nombre des côtés du polygone R, et de la somme de ses angles; ou bien 
encore il est proportionnel à la fois à m et à la S de R,. 

Supposons enfin que la fonction @ soit de la 3"*, de la 4™, de la 


nme 
d 


ou de la 7% familles, c'est à dire existe dans tout le plan. Nous 
aurons alors des côtés de la 1° et de la 2% sorte, des sommets de la 
]"* et de la 3"* catégorie et des sommets de la 2"* catégorie appartenant 


à des cycles de la 3”° sous-catégorie. Nous allons chercher le nombre 
) g 
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des zéros et des infinis distincts; ce nombre sera défini comme précédem- 
ment. Cependant il y a une remarque à faire au sujet du nombre des 
infinis distincts; ce sera en général le nombre des infinis intérieurs à R, 
et à R’,, mais une difficulté se présentera si le point © fait partie de 
la région R’,. Dans ce cas il peut se faire que oo ne soit pas un infini 
de 6, mais que tous les transformés du point co par les substitutions du 
groupe @ soient des infinis de 0. Le nombre des infinis réellement 
distincts sera égal alors au nombre des infinis intérieurs à À, + RE", 
plus un. Pour éviter cette difficulté, je supposerai que le polygone R, 
ait été choisi de telle sorte que le point oo me fasse pas partie de la 
région R’,. 

Cela posé reprenons l'intégrale (7); il va falloir l’évaluer le long 
du contour de R,, puis le long du contour de Z', et ajouter. Soit 2» 
le nombre des côtés de la 1** sorte; / celui des côtés de la 2% sorte; 
conservons d'ailleurs les notations employées plus haut: p, et q repré- 
senteront alors le nombre des zéros et des infinis intérieurs à R, + R’,. 

Il faut évaluer l'intégrale 

1° le long des petits ares de cercle décrits autour des sommets de la 
1** catégorie. 
2° le long des petits arcs de cercle décrits autour des sommets de la 
3™° sous-catégorie, 

3° le long des côtés de la 1" sorte. 

4° le long des côtés de la 2% sorte. 


La premiere et la seconde partie de l'intégrale seront égales à 


= Bin i + Ya). 


La troisième sera égale comme plus haut a yu. Construisons un 


polygone P, en menant par les différents sommets de R, des tangentes 
aux côtés de la 1° sorte. Le polygone rectiligne ainsi obtenu aura 
An +1 côtés; ses angles seront de deux sortes: les uns seront analogues 
aux angles que nous avons appelés plus haut c, c’; les autres lui seront 
communs avec les angles de R,, mais parmi ceux-ci les uns, dont la 


somme sera p correspondront aux sommets de la 1° catégorie; les 


i 


autres, qui seront nuls, correspondront aux sommets de la 2** catégorie; 
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oa 


les autres enfin, qui seront droits et au nombre de 2/, correspondront aux 
sommets de la 3"* catégorie; d'ou la relation: 


I- 
Ye +) + Ur = (4n + 1 — 2)z 


Or on a trouvé plus haut: 


SE — nr — 2nmz 


on aura done: 


Appelons enfin 271 la partie imaginaire de l'intégrale prise le long 
des cótés de la 2° sorte; nous trouverons pour l'intégrale (7) prise le 
long de R,: 


2iz|m(n — 1) yet a Y» +1] 


Il faut prendre maintenant l'intégrale (7) le long de R’,. Supposons 

que, d’après les conventions faites plus haut, les sommets de la 1°" caté- 

. Da? “ys r 

gorie de R’, comptent pour WP: zeros distincts et ceux de la 2% caté- 
Li K; 

gorie pour py? zeros distincts. Nous trouverons pour la valeur de l'inté- 


grale prise le long de R’, en raisonnant comme plus haut: 
pitm ‘ 
2iz[m(n — 1) — Ÿ ARICA Dy? — 1] 


ou en ajoutant les deux integrales: 


2iz[2m(n — 1) — > Bi m Per = — D — Sw 


— 
d'ou: 


ae el TERN pi, PINS DU RENNES 
Po 9 + 2m(n 1) "amr ZB Zu + M 


Mais si p désigne comme plus haut le nombre des Zéros distincts, 
on aura: 


SG BN Pt. Nig. ] 


DD 
to 
= 
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1 
p= q+ 2n(n—1— Yr) 


Ainsi l'excès du. nombre des zéros distincts sur celui des infinis 


d'ou: 


distincts ne dépend que du nombre », du nombre 2» des cótés de la 
1”° sorte et de la somme des angles de la 1** catégorie. 

Ce qu'il importe surtout de remarquer, c'est que, dans tous les cas 
possibles, le nombre des zéros et celui des infinis distincts est toujours fini. 


§ 4. Fonctions Fuchsiennes. 


Si une fonction F(z) est uniforme, si elle se reproduit par toutes les 
substitutions d'un groupe fuchsien G de telle sorte que si 


( "us A) 
; Viz + 0; 


est une substitution de ce groupe on ait identiquement: 


si enfin le fonction F(z) n'a qu'un nombre fini de zeros et d’infinis réellé- 
ment distincts, je dirai que cette fonction est une fonction fuchsienne. 
Existe-t-il de pareilles fonctions? Il est aisé d’en former. 

Considérons en effet deux fonctions thétafuchsiennes correspondant a 
un même groupe G et à une même valeur de l’entier m, leur quotient 
sera une fonction fuchsienne. Il est aisé de généraliser ce procédé. Nous 
dirons que le nombre m est le degré de la série 6. Si nous envisageons 
ensuite un produit de plusieurs series telles que 6, le degré de ce monöme 
sera la somme des degrés de tous les facteurs. Si nous considerons un 
polynôme entier par rapport à diverses séries 0, nous dirons que ce poly- 
nóme est homogene et de degré K si tous ses termes sont d'un méme 
degré K; le quotient de deux polynómes homogènes de degrés K et A’ 
sera une fonction rationnelle homogene de degré A — Æ. Il est clair 
que toute fonction rationnelle, homogéne de degré 0 par rapport à diverses 
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séries @ est une fonction fuchsienne Nous verrons plus tard comment 
toute fonction fuchsienne peut s'exprimer de cette façon. 

Quelles sont les propriétés des fonctions fuchsiennes? 

1° Les singularités sont les mémes que celles des fonctions thétafuchsiennes; 
nous avons par conséquent des fonctions fuchsiennes n'existant qu'à l'in- 
térieur du cercle fondamental et pour lesquelles toute la circonférence de 
ce cercle est une ligne singuliere essentielle, et d'autres qui existent dans 
tout le plan et dont les points singuliers, situés tous sur le cercle fonda- 
mental, sont isolés quoique en nombre infini. 


2° Le nombre des zéros distincts d'une fonction fuchsienne F(z) est 
égal à celui de ses infinis distincts; il est égal d'autre part au nombre 
des zéros distincts de la fonction fuchsienne Æ(2) — a, c'est à dire au 
nombre des points réellement distincts pour lesquels F(z) prend la valeur a. 
En conséquence, le nombre des points intérieurs à À, (ou à À, + R',) et 
pour lesquels F(z) reprend une méme valeur est constant et fini. 


€ 


3° Soient deux fonctions fuchsiennes F(z) et F(2) correspondant a 
un même groupe fuchsien @, et supposé que la premiere reprenne p fois 
et la seconde p, fois la méme valeur à l’intérieur de R,, je dis qu'il y 
aura entre F et P, une relation algébrique. En effet à chaque valeur 
de F correspondent p, valeurs de F\; toute fonction symetrique de ces 
p, valeurs est méromorphe en F pour toutes les valeurs de Æ finies ou 
infinies. Toutes ces fonctions symétriques sont donc des fonctions ration- 
nelles de 7; done F\ elle-même est fonction algébrique de F. 
C. QE: D. 

4° Considérons maintenant toutes les fonctions fuchsiennes qui corre- 
spondent à un méme groupe G. Entre deux quelconques d'entre elles 
nous venons de voir qu'il y a une relation algébrique. Il suit de là que 
toutes ces fonctions sexprimeront rationnellement a l'aide de deux d'entre 
elles que jappellerai 2 et y Nous aurons d'ailleurs entre x et y une 
relation algébrique 


(1) g(x, y) = 0 


quel est le genre de la relation (1) ou ce qui revient au méme celui de 
la surface de RIEMANN correspondante? Pour résoudre cette question, il 
faut se reporter au $ 7 du mémoire sur les groupes fuchsiens, paragraphe 
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intitulé Classification en genres: dans ce paragraphe, je supposais que l'on 
découpait la région R, (ou R, + R',) puis qu'on la repliait en la dé- 
formant de maniére à recoller ensemble les cótés conjugués et à obtenir 
ainsi une surface fermée. Il est clair qu'au point de vue de la géométrie 
de situation la surface fermée ainsi obtenue ne differe pas de la surface 
de Riemann qui nous occupe. Il en résulte que le genre de la relation 
(1) et par conséquent toutes les fonctions fuchsiennes pourront s'exprimer 
rationnellement à l'aide d'une seule d'entre elles que jappellerai z. 

On peut éviter ces considérations empruntées à la géométrie de situa- 
tion. C'est ce que j'ai fait dans un travail inséré dans les mémoires de 
l'Académie de Caen où je détermine le genre de la relation (1) par le 
nombre des cycles distincts que l'on peut faire décrire au point analytique 
(r, y), mais on est conduit ainsi à une discussion assez longue. 

5° Considérons la fonction fuchsienne que nous venons d'appeler x 
et formons les deux fonctions suivantes: 


de LE 
9 DNE = L 
(2) T0 79 Vz "sis dz 


Il est clair que l'on aura: 





d’x da d?x\? 
1 d*v, Ld'v, RCE ER (o5) 


v, dx? wv, de — i (4) 


dz 








On vérifie aisément que le troisième membre de cette double egalite 
-est une fonction fuchsienne de z; c'est donc, d'aprés ce que nous venons 
de voir, une fonction rationnelle de x et de y, que jappellerai ç(x, y). 
Les deux intégrales de l'équation linéaire: 


d’v 
(3) qum = ve(z, y) 
sont donc: 
VER DS 


Ainsi la considération de la fonction fuchsienne « permet d'intégrer 
l'équation linéaire (3) dont les coëfficients sont des fonctions rationnelles 
du “point analytique (x, y). On voit que la variable indépendante x 
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s'exprime par une fonction fuchsienne de z, c'est à dire du rapport des 
intégrales. Quand on connait cette fonction fuchsienne on en déduit les 
intégrales elles-mêmes à l’aide des formules (2). 

Dans le cas particulier où le groupe @ est de genre 0, l'équation 
(3) pourra s’eerire: 


d’v 


(3 bis) da = volz) 


g(x) étant une fonction rationnelle de x seulement; dans ce cas en effet, 
nous venons de voir que toute fonction fuchsienne sexprime rationnelle- 
ment en zT. 

Cherchons maintenant quels sont les points singuliers de l'équation 
(3) et comment se comportent les intégrales dans le voisinage de chacun 
d'eux. En général, les intégrales seront des fonctions holomorphes de 
x; il y aura deux exceptions qui nous donnent deux sortes de points 
singuliers. 

1° pour les points singuliers de la relation (1), y cesse d’être fonc- 
tion holomorphe de z, et il en est de méme des intégrales v, et v,; mais 
Dn 2 
n'avons done pas ainsi un véritable point singulier. 


et v, restent fonctions holomorphes dw point analytique (r, y). Nous 


2* pour les points (r, y) qui correspondent aux divers sommets du 
polygone R,. Dans cette seconde espéce de points singuliers, nous distin- 
guerons 1° ceux qui correspondent à des sommets de la 1‘ catégorie. 
Dans le voisinage d'un pareil point singulier, les intégrales de l'équation 
(3) sont régulières, pour employer l'expression de M. Fucus. Si nous 
formons maintenant l'équation déterminante correspondant à ce point 
singulier, la différence des racines de cette équation est linverse d'un 
nombre entier. En effet le point singulier correspond à un sommet de R, 
qui fait partie d'un cycle de la 1°* categorie et la somme des angles de 
ce cycle est égal à a p étant un nombre entier; on voit aisément que 
la différence des racines de l'équation déterminante est précisément E 

Dans le cas particulier où le sommet de À, envisagé appartient à 
un cycle de la 1** sous-catégorie, on a p = 1, d'après la définition méme 
de cette sous-categorie. Par conséquent la différence des racines de l'équa- 
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tion déterminante est l'unité. Un semblable point n'est done pas un point 
singulier. 

2° Considérons maintenant un point singulier qui corresponde à un 
sommet de À, appartenant à un cycle de la 2% catégorie. Ce cycle sera 
de la 3"* sous-catégorie, puisque, d'après ce que nous avons vu plus haut, 
on peut toujours supposer qu'il ny a pas de cycle de la 4"* sous-catégorie. 
Formons l'équation déterminante correspondant à un pareil point singulier; 
les racines de cette équation seront égales et les intégrales de l’équation (3) 
seront logarithmiques mais régulières. 

3° Il faudrait envisager enfin les points analytiques (x, y) qui corre- 
spondent à des sommets de la 3"* categorie, mais on reconnaitrait aisément 
que ce ne sont pas des points singuliers. 

En résumé les intégrales de l'équation (3) sont partout réguliéres et 
(si on laisse de cóté les points singuliers de la relation (1)) le nombre des 
points singuliers de l'équation différentielle (3) est égal à celui des cycles 
de la 2"* ou de la 3"* sous-catégories que présente le polygone AR, (ou 
les deux polygones À, et RH). 


85. 1?" famille; genre 0. 


Aprés avoir étudié les propriétés des fonctions fuchsiennes en général, 
nous allons nous occuper séparément des diverses familles et des divers 
genres entre lesquels se répartissent ces fonctions; nous commencerons par 
l'étude spéciale des fonctions les plus simples; celles de la 1^* famille 
et du genre 0. | 

Je rappelle d’abord quelle est pour de semblables fonctions la forme 
du polygone R,. Les côtés sont tous de la premiére sorte et au nombre 
de 2n; les côtés de rang p et 2» + 1 — p sont conjugués et par consé- 
quent congruents. Les cycles sont au nombre de # + 1; deux d'entre 
eux ne contiennent qu'un seul sommet, le premier le sommet de rang 1; 
le second le sommet de rang » + 1. Les n — 1 autres cycles sont formés 
de deux sommets, à savoir des sommets de rang p et 2n + 2 — p. (C'est 
lexemple II du $ 7 du mémoire sur les groupes fuchsiens.) 

Un cas particulier remarquable est celui ou le polygone R 


0 
= 1 ^ € > ’ "o 1 
symétrique par rapport à l'are de cercle qui coupe orthogonalement le 


est 
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cercle fondamental et qui joint les sommets de rang 1 et n+ 1. Je 
dirai alors simplement que ce polygone et symetrique. 

Dans le cas qui nous occupe, le genre est egal à 0 et par conséquent 
toutes les fonctions fuchsiennes s’expriment rationnellement a l’aide de 
lune d'entre elles que j'appellerai x ou bien f(z). Cette condition ne 
détermine pas complètement la fonction x = f(z). Si en effet toutes les 
fonctions fuchsiennes s'expriment rationnellement à l'aide de x, elles s'expri- 


- E MI ax + b ; 
ment aussi rationnellement a l'aide de > a, b, c, d étant des con- 
ca a 
stantes quelconques. Il faut donc pour définir complètement la fonc- 
tion x = f(z) s'imposer encore trois conditions. Voici celles que nous 


choisirons. Soient a,, 4, 2,,, les sommets de rang 1, 2 et » + 1; nous 
supposerons que lon a: 


Jo) (0) fa) = i Kan+ı) — ©. 


La fonction f(z) sera alors entièrement déterminée. A l'égard de cette 
fonction, je remarquerai ce qui suit. Si le polygone À, est symétrique, 
la fonction f(z) est réelle et positive sur tout le périmètre de ce polygone. 

J'appellerai a, le sommet de rang i; ce sommet formera avec 4,12 ; 

Ir ; . 
un cycle dont la somme des angles sera m f, étant un nombre entier. 
Pi 
Enfin je poserai: 


di = f(a) = f(aon+2—i) 
d’ou 
a z 0 a, = 1 Ant COR 


1 2 


Pour z= a,, les f, — 1 premieres dérivées de f(z) sannulent de sorte 
que le développement de f(z) est de la forme: 


f) = ai + b,(2 — a; + b,(z — a): EA: 


Pour z=a,,,, f(z) est un infini d'ordre £,,, de sorte que le déve- 
loppement de f(z) est de la forme: 


Sie) — b, b, 


: ar 
@— a,41y 7*1 (s = Un41) 
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Nous avons vu que si l'on pose: 


(3 bis) 


g(x) étant rationnel en x. Quelle est ici la forme de la fonction e(x). 
On trouve aisément: 

sd Pla) _ Pa) 

ee za: (© — as) 0%) 





Q(x) étant le produit (x — a,) (x — a,) .... (v — a,) et P(x) étant un 
polynôme en x de degré 2n — 2. 
Le polynôme P(x) doit satisfaire aux conditions suivantes: 





Pla) = — Q'(a) n — =) 


4 B; 
. 
Nous désignons par la notation Q'(r) la dérivée de Q(x). De plus 
le coéfficient de 2°"? dans P(x) doit être égal à 





(2 - 1 | 
d e S 


Voilà done n + ] conditions nécessaires auxquelles doit satisfaire le 
polynôme P(r) pour que l'équation (3 bis) soit intégrable de la facon que 
nous avons dite. Ces conditions ne sont pas suffisantes. En effet, le 
polynôme P(x) étant de degré 25» — 2, il reste dans ce polynôme n — 2 
paramètres arbitraires; mais dans ces » — 2 paramètres qui sont des 
quantités compleres, je dois distinguer les parties réelle et imaginaire de 
telle facon qu'ils équivalent à 2» — 4 paramètres réels. Or combien 
avons-nous de parametres arbitraires dans le groupe G. Le groupe G est 
defini par un polygone À, de 2» côtés. Pour définir un pareil polygone 
il faut en général 4» — 3 conditions. Mais notre polygone n'est pas 
quelconque: en effet les côtés conjugués doivent être congruents ce qui 
fait n conditions; la somme des angles des divers cycles doit étre respec- 


DE Qa IT 


tivement -égale à —, —, ..... = ce qui fait » + 1 conditions. Il reste 
E B. s Baa 
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done en tout dans notre groupe G 2n — 4 parametres arbitraires. Dans 
notre fonction ç(x) au contraire nous avons 2n — 4 paramètres qui restent 
arbitraires dans P(x); nous avons en outre dans Q(x) » — 2 paramètres 
complexes arbitraires, à savoir @,, @,, ..... a,; cela équivant à 2n — 4 
paramètres complexes. Done dans la fonction ç(x) il y a 2» — 4 para- 
mètres arbitraires de plus que dans le groupe @. Done pour que l'équa- 
tion (3 bis) s'intègre de la façon que j'ai dite il faut, outre les conditions 
énoncées plus haut, que 2» — 4 autres conditions soient remplies. Ces 
conditions sont transcendantes et trés compliquees; leur étude trouvera 
place dans un autre mémoire. 

a 


Supposons maintenant que l'on se donne a a,, cest à 


"TIN Oll Ls tes 
dire les points singuliers de l'équation (3 bis), Q(r) sera déterminé et il 
nous restera les 2» — 4 paramètres de P(r) Le nombre des paramètres 
restés arbitraires est alors précisément le nombre des conditions à remplir. 
Dans une question où n'entreraient que des fonctions algébriques ou des 
transcendantes simples, on pourrait conclure de là que l'on peut toujours 
disposer de ces paramétres pour satisfaire à ces conditions, et par consé- 
quent qu'il existe touojurs une équation de la forme (3 bis) intégrable par 
les fonctions fuchsiennes seules et où les points singuliers a,, à,, ..... As 


a sont donnés à l'avance. Mais ici nous ne pouvons nous contenter 


nl 
d'un pareil aperçu et ce théoréme, fort important, exigera une démonstra- 
tion spéciale que je donnerai dans un mémoire ultérieur. 

Dans le cas particulier ou le polygone R, est symétrique, les points 
singuliers @,, @,, ..... a,,, ainsi que les coëfficients de P(x) sont réels. 

Dans le eas plus particulier encore où x = 2, l'équation (3 bis) se 
raméne aisément à l'équation hypergéométrique de Gauss. De plus nous 
avons 2; — 4 = 0, de telle sorte que le nombre des conditions transcen- 
dantes dont il a été question plus haut est nul. Alors pour que z soit 
fonction fuchsienne du rapport des intégrales, il faut et il suffit que: 


Ai 
Pay =—2(1- 5) 
4 g 
Sue E , 1 1 
coëfficient de x? dans P(x) = {1 — =) 
/ 4 gi 


Pis Pas P, étant entiers. 


3 
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Etudions maintenant les fonctions thétafuchsiennes. 
Soit 6(z) une fonction thetafuchsienne jouissant de la propriété carac- 





téristique 
ae + Bi =: ler 5, \2m 
9 2 a x| = 2) (72 + Ox ) 
Reprenons la fonction fuchsienne f(z) = x et sa dérivée f’(z), il est 
clair que la fonction 
. Oz) 
For 


sera une fonction fuchsienne et par conséquent une fonction rationnelle 
de x. Nous avons done pour l'expression générale des fonctions (2): 


dx\™ 
aw) (5) Fe 


F étant Valgorithme d’une fonction rationnelle. 

Parmi les fonctions thetafuchsiennes, nous avons vu qu'il y en avait 
de deux espèces; les unes devenant infinies, les autres rie devenant pas 
infinies à l’intérieur du cercle fondamental. 

Quelle sera la forme générale de celles de la 2% espèce? L’expres- 
sion (1) ne doit devenir infinie pour aucune valeur de x. Dans ce cas 


ANE 3 . dx H NS : ; 
F(r) ne pourra devenir infini que si = devient nul, c’est a dire si x vient 
Gaz 





en Kun? des) points singuliers 271— a M —a,,.2..2 u. 
Il suit de la que l’on doit avoir: 


(2) A(z) = ae fr) 


dz} (æ— a, (a — a a Me an)” 
0,(x) désignant un polynôme d'ordre p. Exprimons maintenant que 6(z) 


ne devient infini ni pour + — 4,, ni pour $ — 4;,...... nl pour £ — 6;, 
ni pour z = co; il viendra: 


1 
Rie (1 -;) 


; 1 
r<Ya-nlır; ) 


Pn +1 
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Ces n + 1 inégalités sont compatibles. 

Ces inégalités ne permettent pas de donner à p des valeurs aussi 
grandes que l'on veut, de sorte qu'il existera toujours un nombre 4 tel 
que l'on ait constamment p <q et que les inégalités (3) permettent à p 
d'atteindre la limite 4 — 1. 

Supposons le nombre m donné; le nombre 4 sera alors déterminé et 
il est clair qu'entre 4 fonctions thetafuchsiennes de la n° espèce, il y aura 
toujours une relation linéaire identique. 

Si l'on se reporte à l'expression que nous avons donnée de ces transcen- 
dantes dans le $ 1, on verra qu'il y entre une fonction rationnelle H(z) 
renfermant un nombre infini de paramétres arbitraires. Il suit de là qu'il 
y a une infinite de fonctions rationnelles H, telles que la série theta- 
fuchsienne correspondante soit identiquement nulle. 

I] existe done une infinité de relations identiques linéaires entre ces 
séries thétafuchsiennes. Nous les étudierons plus loin. 

levenons à l'expression (2). Jusqu'ici nous avons supposé que les 
nombres m, À, À,,.... qui y entrent étaient. entiers. S’ils ne l'étaient 
pas, la fonction définie par cette expression ne jouirait plus de la pro- 
priété fondamentale des fonctions thétafuchsiennes, mais elle pourrait rester 
uniforme. Pour cela il suffit que les nombres: 


m( 3; — 1) — Afi (NE: n) 
et 
m( Pa +1 + 1) = Ya 


solent entiers. 
Il est clair que les » + 1 équations: 


m( 8; — 1) — Afi = ei 
(4) 
msi 1) —Y Aba = En41 


où les ¢ sont des nombres entiers donnés fourniront toujours des valeurs 
pour les A et pour m, car ce sont des équations linéaires dont le dé- 
terminant n'est pas nul. 

Supposons done que dans les équations (4) on donne à tous les ¢ 
la valeur 0 excepté à e, auquel on donne la valeur l. Portons ensuite 
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dans l'expression (2) les valeurs de m et des A tirées des équations (4) 
et remplacons dans cette méme expression @, par une constante. Nous 
aurons défini une fonction X, qui est holomorphe dans tout le cercle 
fondamental, et qui n'a d'autres zeros que le point a, et les points 
correspondants. Tous ces zeros sont d’ailleurs simples. 

Ces fonctions X,, X,,.... X,, X,,,, dont le rôle est très important, 
ont été découvertes par M. HALPHEN dans le cas particulier de n = 2. 
On peut trouver entre elles et w certaines relations intéressantes.  Consi- 


= 


dérons en effet les séries X, et X,,,. Soient m, et m,,, les valeurs 
correspondantes du nombre m. Ces valeurs seront fractionnaires, 
Soit en effet Y une fonction uniforme quelconque susceptible d’être 


mise sous la forme 


(2 bis) ys: (2), SHINE eee imta 





K désignant un facteur numérique. Cette fonction n'a d'autres zéros ou 


eee à see 
infinis que les points a,, a, 4,,; et leurs correspondants. Supposons 
que ces zéros solent respectivement d'ordre 7,, 7,3, .... 7,41; il va sans 


dire que si a, par exemple était un infini y, serait négatif. On aura: 


K étant un facteur numérique. On aura en particulier: 


ud A —Bn41 
a = K,X''X 


n+1 


et 


- ‚Bi —— 1 
ee EM 
i u n+1 


les K étant toujours des facteurs numériques: d'ou les relations identiques 


"Ph Pi Pa+1 
KIX CONOCE ax. 


Live: 1 i n+l 


Nous avons exprimé les fonctions thétafuchsiennes de deux manières 
tout à fait différentes; soit par la série (4) $ 1, soit par la formule (1) 
de ce paragraphe. 
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Nous savons done a priori qu'il existe une infinité d'identités de la 
forine: 


Yale + ay = (7) f 


2 yi& + d; dz 


où H et F sont les algorithmes de deux fonctions rationnelles. 

Ecrire effectivement ces identités et en particulier reconnaitre dans 
quel cas la fonction F est identiquement nulle, tel est le probléme dont 
il sagit maintenant de donner une solution aussi compléte que possible. 

Mais pour y arriver, il est nécessaire d'avoir recours à des considéra- 
tions d'un ordre un peu différent. 

Jusqu'ici nous avons toujours regardé le nombre m comme positif; 
supposons le maintenant entier, mais négatif. Considérons en particulier 
la fonction suivante: 


Az) = (=). Le) — a" Ya" ...... LA) — af" 
dz} [fo — fle,)] (fz) — f] - - -- -- LG) — fr) 





Je suppose que h est un entier positif ainsi que les exposants y, 
Masse. fl, et que ces nombres entiers satisfont ainsi que le nombre p des 
facteurs du dénominateur aux inégalités suivantes: 


a i(1 — z) 
Bi 





D'après ces inégalités la fonction A(z) ne peut devenir infinie que si 
lun des facteurs du dénominateur sannule. Il en résulte que les infinis 
de cette fonction sont tous simples et qu'ils sont compris dans l’une des 





formules : 
(6) dix, + Bi Gig. + Bi Gigp + Bi 
Ae +0; onec) Tizp + À 
N Giz + Bi 
ou Chr SEES, 
: n2 + 0; 


représente une des substitutions du groupe @. 
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Posons: 


TC ue cel ito a ere LG) — an}! 








et 
1 — 
Ve) — fa) A) — f) - -- --. D) —Jf&») — 
= = + 4, + m 
See a 2: JC) — fe) 
de telle sorte que: 
A RATÉ A0 
A, fe) + A, fe) issue. + Apfl%) = 0 
(7) AP) A fe) D PA A 0 
ACTES ER ee + Anf (er) = 0 
AFFAIRE ee: T Apf? (er) = 1 


Le résidu correspondant à l'infini: 


a2 + Pi 
Te + À 
s’eerira: 
A, F(z, ) R 
FE (2 + 0j) 29D 


Ya 
Il en résulte que l'on aura identiquement: 
A, P(z,) (yii + 0;)~ 201) 


(8) 40) — I, are ee 


Vit + 0; 





Gz) désignant une fonction holomorphe à l'intérieur du cercle fonda- 
mental. Plus généralement, si ¢(z) est une fonction rationnelle de z 
n'ayant pas d'infini intérieur au cercle fondamental, on aura: 


T 1 + Bi 
EN A, F(%) riz + 6: 1 
(9) A(z)¢(z) — rene Gex + DRE di + 7 
: fik + à 





+ G(z) 


0 
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Je dis que dans les formules (8) et (9) la fonction holomorphe G(z) est 
identiquement nulle. 


Première démonstration. 


Considérons un cercle C ayant pour centre l’origine et pour rayon r; 
concentrique par conséquent au cercle fondamental. 

Envisageons les différents polygones R, qui sont tout entiers ou en 
partie à lintérieur de ce cercle. 

L'ensemble de ces polygones formera une figure polygonale S ne 
dépendant que du rayon r du cercle C. Considerons lintégrale: 


A(z)g(z)dz 


EM n 


prise le long du contour de cette figure S. Le théoréme que j'ai énoncé 
pourra étre regardé comme démontré si jétablis que cette intégrale tend 
vers 0 quand r tend vers 1, c'est à dire vers le rayon du cercle fonda- 
mental. 

Pour cela je vais faire voir: 

1° que le perimetre de S reste fini, quel que soit r. 

2° que le module de la fonction sous le signe Jm reste plus petit 
qu'une certaine quantité M quand la variable reste sur le contour d'inté- 
gration. 

3° que M tend vers 0 quand r tend vers 1. 

En vertu du lemme IV du $ 1, le nombre des polygones À, qui 
sont en tout ou en partie intérieurs au cercle C est plus petit que: 


N = per + e—2(R+2) is 2) 
6 j 


c et À étant des quantités constantes et À étant défini par l'égalité: 
gh] 


"88.1 


Done a fortiori, le nombre des côtés de S sera plus petit que 2nN. 
Considérons l'un de ces côtés appartenant à un polygone Zi, et soit /, la 


— 


"TP 
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longueur de ce côté; J, celle du côté correspondant de À; soit enfin 


0 


Ae 9; NE. : N 
(-. ET. celle des substitutions de @ qui correspond à A,, on aura: 
Ti? Oj 


L <1,.H 
H étant la plus grand valeur que puisse prendre 


1 


mod. —— — ——; 
(riz + 01)? 


quand la variable z décrit le côté /,. 
Supposons que le polygone R, soit tout entier contenu dans un cerele 
ayant pour centre l'origine et pour rayon 


et 1 
En vertu du lemme V du § 1 on aura; 


e24 + ei + 9 


g^ + eg ?n + 2 


Ho 


Soit L le plus grand côté de R,. Le périmètre de S sera plus 
petit que: : 
2nN.H.L 


ou a fortiori que: 








2nrL 92-2) 
(C2 ee) = es 
o Que 
Il sera done fini. ©. Q. TRAD: 


Nous devons évidemment supposer que x ne se trouve sur aucun des 


4. r . . DZ . . 
contours d'intégration. La fonction EN est alors une fonction ration- 
2 2 —% 


nelle ‘bien déterminée et ne devenant infinie pour aueune des valeurs de 
la variable situées sur les divers contours d'intégration. On peut donc 
aisément trouver une limite supérieure M, que son module ne peut dépasser. 

Nous pourrons supposer aussi que la fonction A(z) ne devient pas 
infinie le long du périmètre de R, et nous pourrons trouver une limite 
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supérieure M, que son module ne peut dépasser quand z décrit le contour 
de R,. Mais on aura identiquement: 


(825) = A I 
yi + 0; (riz + di)” 





On en conclut que quand z décrit le contour de S le module de A(z) 
est plus petit que: 
M,H° 


et celui de la fonction sous le signe i plus petit que: 
MMM HE? 


D'ailleurs quand r tend vers 1, M tend vers 0, puisque M, et M, 


E 1 
sont des constantes et que H tend vers 0. 


Le théoréme énoncé est donc démontré. 


Deuxième Démonstration. 


Posons: 





(d L2) 


1 2 
Al 
Mz, a) = N OSEO 1 
1; aa + fi (na + Url 
A nes 
ya + 0i 





Si dans cette expression on regarde z comme une constante, d(z, a) 
sera une fonction thétafuchsienne de a. Supposons d’abord que z et a 
soient tous deux intérieurs au cercle fondamental; cette fonction théta- 





fuchsienne ne deviendra infinie que pour a — z et pour les points corre- 
spondants, c'est à dire pour f(a) = f(z), Le résidu correspondant à l'infini 
Z — a sera égal à — ¢(z). On aura donc: 


(10) TO = Fo" Alfa) Frag) | 


fle) — fla) F(a) 8,[2)] LPG]" 





Dans cette expression (10) F(a) designe le produit suivant: 


e 
D 


Ra) aa eee M. de en [/(a) — a," 
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0,[f{a)] désigne un polynôme entier de degré q en f(a) dont les coéfficients 


2 


peuvent être des fonctions de z. 
Enfin les nombres À, À, ..... A, et q doivent satisfaire aux iné- 


galites (3) 


le n(1— 3) 


Pi 

(11) 
1 
Baa 





(ea o (14 jai 
On voit aisément en effet que telle doit être la forme de toute fonc- 


tion thétafuchsienne de a n’admettant aucun infini distinct de l'infini a = z 
3) et (11) on trouve: 


En comparant les inégalités (: 
ALS pi qp 
Je me propose maintenant d'établir l'égalité (9) en montrant que G(z) 


est identiquement nul, c'est à dire de démontrer l'identité: 


net be 








p(z) A(z) = = 
i Af’) 
ou bien: : 
A, F(z) , F(z) ¢(2) 
(2) A VN > 4 Ne AR 
N Cor 


Nous pouvons simplifier le second membre en supposant que l’on a: 
À; = li 


Si cela n'avait pas lieu, on multiplierait F(a) et 4,[f(a)] par 


Mara ay ager sonos 


Le degré du polynôme @,{f(a)] serait alors augmenté, mais il resterait 


inférieur à p. i 
On peut donc toujours supposer 
j- FG 


N — pi et par conséquent F( 


tout en continuant à supposer 
N! 
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L'identité à démontrer se simplifie alors et s'écrit: 


Y Ar F(z) ¢(z) = N A, 8, flz)| F(a) ¢(2) 
£f) — fa) Ul fe) — fla) UG) Fo) 


Si nous posons maintenant 


6,( flzx)| — 6. Lf] 
Fe) — fle) 


P représentera un polynôme en f(z) dont le degré sera égal à q — | et 











= P(f(z)) 


ne pourra par conséquent surpasser p — 2. [L'identité à démontrer se 
réduit alors: 


Y Puja] = 0 


et sous cette forme elle est évidente en vertu des relations (Y). Le théo- 
réme énoncé est done encore démontré. 

Cette seconde démonstration nous conduit tout naturellement à un 
théorème important relatif aux fonctions thétafuchsiennes de 2% espéce. Soit 


(12) Yu (= + A = 8) en 


riz + à 
une série où H est l'algorithme d'une fonction rationnelle n'ayant pas 
d’infini à l'intérieur du cercle fondamental. On a vu que cette série 
représente une fonction thetafuchsienne sans infini et peut être égalée a 
une expression de la forme: 


: 8, 3L f2)] 
13 Kal Zu = 
(13) @)] F@) | 
8, , étant un polynôme de degré g— 1 en f(z) et q étant le plus grand 


nombre entier satisfaisant aux inégalités (11). 

Toute expression telle que (13) peut s'exprimer linéairement à l'aide 
de q d'entre elles; donc toute expression telle que (12) peut sexprimer 
linéairement à l'aide de q d'entre elles. Mais on peut faire deux hypotheses. 

Ou bien toute expression telle que (13) peutétre mise sous la forme 
(12) et alors toute expression telle que (12) ne peut s'exprimer linéaire- 
ment à l’aide de g— 1 d'entre elles. 

Ou bien il n'est pas possible de mettre toute expression (13) sous 
la forme (12) et alors toute expression telle que (12) peut sexprimer 
linéairement à l'aide de q — 1 d'entre elles. | 


bo 
> 
a 
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Cette deuxième hypothèse doit être rejetée. 
Supposons la en effet satisfaite et soient: 
D Ob eke ite 8,1 


les q — 1 fonctions telles que (12) à l'aide desquelles toutes les autres 


s'expriment linéairement. 
Soient maintenant 


CS CHEN SO 7 
q valeurs quelconques de z. On pourra toujours trouver q nombres 
AS dei cue A: 


satisfaisant aux conditions: 
ARENA) ee. 
4; 8:65 y ARB: 3 nte 


NAHE) 0 
ay ACCA Ia! 
A, 6,-1(2,) + A, 07=1(2,) + an d ow to + A ACC, = = 0 

On aura alors quelle que soit la fonction H qui entre dans l’expres- 


sion (12) 


N 3 A (222) ga ern o) u) 


(14) ) 
al u j fi*k Ir Oj 





: az + 3 "NOM 

Soit (s: +4) une substitution quelconque du groupe G; on dé- 
yz + 0 

montre aisément l'identité suivante en reprenant la fonction ®(z, 4) définie 


plus haut et y faisarft ¢(z) = 1 


12 3 op) 
2 u! a) — Ge +0) "D(z, zx) = 








15 : 
(GE) yz +0 
ri 4 2h+1 
2 GER 3r [ti 
Ga. nn 
if Ud 2r d Vir + 0; a 
es Gizk + Bi 
Tire + À 





Sato - 
= (2 + 0)” [ (8 = s) T die 
/ Vir AF 0; 


22g «gk + Bi 
= nC (25 2x + ;) 


bo 
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H(z) étant l'algorithme d'une fonction rationnelle ne devenant pas infinie 
à l’intérieur du cercle fondamental. 
Posons maintenant: 


A(z) =), 4 D(z, zy) 


Des formules (14) et (15) nous déduisons: 


| (© + B 


x 4 — (yz + dy " A(z) = 0 


Comme cela a lieu quelle que soit la substitution (« art) que 
i 72 + 0 


lon ait choisie dans le groupe G, il faudrait que l'on eût: 


dx\—" 
ae) = (7) F(x) 


dz 


F(x) étant rationnel en x. 
Mais A(z) n'aurait que q infinis distincts, z,, z,, ..... 4. Or il est 
dæ 


—h 
aisé de voir qu'une fonction de la forme (5) F(x) doit toujours avoir 
az 


plus de q infinis distincts. 

Donc lhypothése faite au début est absurde. 

Donc toute expression de la forme (13) peut toujours être mise sous 
la forme (12). 

Donc toute fonction de la forme (1) peut toujours être exprimée par 
une série de la forme (4) paragraphe 1 pourvu que m > 1. 

Comment maintenant, étant donnée une série de la forme (4) $ 1, 
pourrons nous la mettre effectivement sous la forme (1). 

On donne une série 6(z) de la forme (4) et il s'agit de la mettre 


Nous connaissons d'abord les infinis de 6(z) et les résidus correspon- 


sous la forme: 


dants; mais cela ne suffit pas pour déterminer complètement F(z); il reste 
dans cette fonction rationnelle un certain nombre de coëfficients indéter- 
minés. On peut d'abord caleuler un nombre suffisant de valeurs de la 
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série 6(2) pour avoir des équations qui permettent de déterminer ces 
coéfficients. Tl est plus simple d'opérer de la manitre suivante. Con- 
sidérons la fonction 


da 


aa ) “= Fe) 


dz 
Elle devient infinie, non seulement quand 6(z) est infinie, mais quand 


da an: 
jq est nul, c'est a dire pour: 
az 


On développera alors la série ee" suivant les puissances crois- 
[^de 
santes de 2 — a, et on calculera les coëfficients de toutes les puissances 
négatives. Quand ces coëfficients seront connus, ainsi que les premiers 
coéfficients du développement de x suivant les puissances de z — a, la 
fonction F(x) sera aussi connue. 

Mais pour trouver ces coëfficients eux-mémes, il faut caleuler un 
certain nombre de valeurs de la série 6(z) et de séries analogues. Il est 
pourtant des cas ou cette difficulté peut étre évitée. 

Reprenons la fonction 








ioe (s) F(z) 
= de) [flz) —flz,)] Ut —f@,)] ....-. Lftz) — flzp)| 
que nous avons étudiée plus haut; nous avons démontré l'identité suivante: 
; fe ¥\—2(h-+1) 
(8) Az) » Ÿ Ÿ en (712% + 0;) : 
1 m ; Lj (zi )| Ms Gic + Pi 
riz + 0; 


Différentions cette identité 2% + 1 fois par rapport à z; il viendra: 








(16) 1 ald * LN N! A, F(z) (72: E 5e BD 
(2h + 1)! dz e ; Zh fou) ( 13 = 
fi*k + 0; 


le second membre peut s'écrire: 


N NI Ay F(z) (ra — a) „WED 


/ / pr > 2 
mL be cU (^ MORE 2) VER 





Viz — di 
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temarquons que si dans le groupe G, nous avons la substitution 


az + d sn ie au — à + fi 
(x +) , nous aurons également la substitution inverse (« mak iilo 
112 — di 


^ 


* 
a2 06 
C'est à dire que l'expression précédente peut s'écrire: 


ENS N A, F(z) (riz E 0) 2000 
u ee) ( ei ZE 
12.60: 





Le second membre de l'identité (16) est done une série de la forme 
(4) $ 1; il reste à mettre le premier membre sous la forme (1). C'est 
là un calcul qui ne présente pas de difficultés. J'en indique le résultat 
dans le cas de À — 1 et dans celui de h — 2. Soit 


dig 
A(z) = (=) A(z) 


et soient A,, A,, etc. les dérivées successives de A, par rapport à x. Repre- 


nons maintenant l'équation: 
d*v 


(3 bis) JA ve(x) 


et soient ¢,, ¢,, ete. les dérivées successives de ¢ par rapport à x. On 
aura. dans le cas de 5 = 1 


ds A. da\? 
7 lI — — 2 Dr DA | == 
(17) TS (A, 24,0, e) 


et dans le cas de h = 2 


(18) d^ 4 


: dz* 


EI 
= (A, s 204, S 304,9, zn 134,9, = 44,9, as 644,ç° SE sh) 
C 


On peut trouver une infinité de relations analogues à la relation (16) 


s 


par divers procédés; par exemple en différentiant cette relation par rapport 


d 


aux divers paramètres z,, 2, 


co 


pe . 
Je vais maintenant poser un dernier probleme que je ne résoudrai 
que partiellement. 
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Considérons la serie (4) $ 1 


elle dépend de la fonction rationnelle 77 et je la représenterai pour cette 
raison par la notation: 
0(z, H] 


Comment faut-il. choisir la fonction rationnelle H pour que 6 soit iden- 
tiquement nul? 

La solution complète de ce problème serait sans doute très com- 
pliquée; mais on peut s'aider dans chaque cas particulier des considéra- 
tions suivantes: 

1° Si l'on a identiquement 


ce 


O(z, H,) = Oz, H,) = 
on aura également: 
Ge, H, + H,) =0 


2° Si la fonction rationnelle H peut se développer en une série 
eonvergente de la forme suivante: 


(8) He ESEL RR CLUN S LUE 
où k,, k,,... k, sont des coëfficients constants et où H,, H,,... H, sont 


des fonctions rationnelles telles que: 


O(z HSE 0 


? 


Si la série (S) est convergente toutes les fois que z est intérieur au 
cercle fondamental, on aura identiquement 


O(z, H) = () 


3° Si l'on a identiquement: 


8(:, H)=0 
: uz + ß jue Dane : Y : 
et si, [ 2, mj désignant une des substitutions de @, on pose: 
1? 0 
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on aura identiquement: 
8G. He) —0 


En effet posons pour abréger: 





(i2 5; C4 3 \ 
ae A — fe) OTE — fiz) ——— = 
e yz +0 rap 1a — a * 


Viz Ir 0; 


la serie (4) pourra s'émettre sous la forme: 


ee, m - Yn [space] X 


Remplacons maintenant z par f(z) dans l'équation identique 


8(s, H) = 0 


il viendra: 








BICI kant dz Jr 1 [ di I 
BO a) lo) rl 


0 npn) | 5 


ce qui démontre l'identité annoncée. 
4° Soit, pour reprendre les notations employees au début de ce 


chapitre, 4, l’un des sommets du polygone R,, a’, son symétrique par 
rapport au cerele fondamental. Une des substitutions de @ s'écrira: 


Qiz 
E — Gr re Me | 





=, ver - 
2 — 6; 2 — d'y 


f. étant un nombre entier connu. Si nous posons: 





Zeig, ND 1 
H(z) = E pa F “| (z BU aen 


on aura identiquement: 
Bey HZ 


a moins que: 
p +m=0 mod. Pr 


En effet considérons les diverses substitutions (z, f) du groupe G, on 


peut en choisir une infinite 
(& Po), (5 Ph 6G, €. (% Gn) --- 
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et de telle sorte que chacune des fonctions f(z) puisse être définie d'une 
manière et d'une seule par une relation de la forme suivante 





h étant un entier égal ou inférieur à f,. On aura alors: 


" bt (fi — ar) df; " 
6(z, H) Tu M (fi Na PS m ) 











ou 
oo Br (e t y d m 2A(p4- m)iz 
A(z H)=), Y LAE Gr. NPA) omg 
) " A LS ER p+2m dz 
y (gx ar) 
Or si l'on n'a pas 
p +m=0 mod. f, 
on aura: 
= 2h(p+m)iz 
€ Pr = 0 
1 h 
On aura donc 
8(z, H) = 0 
C20 SEID: 
5° Reprenons l'identité 
= A, F(z;) 
9 (2) Mz) = D(z, zx) 
(9) glee) = Me n 
ou 
dix + Pi 
ER » ? ya + di 1 
Ee) di, di + Bi (vite + o 
Viz ae 0; 


Faisons y successivement 





z — b 


b étant une quantité constante extérieure au cercle fondamental, nous 
obtiendrons deux identités de la forme (9). 
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ur T 1 
Multiplions la premiere par ent retranchons en la seconde; 
Fe 


il viendra: 


A, Fa) 
(19) Y Pe) y m0 








en posant : 





, 1 1 
Y(b, a) Y. xy 2 2(A-4-1) 
— EN + Pi (via ZU 
Fit + 0; 
Posons encore 
qh yr 1 
ob, a) = — 


db™*} (2h +1)! 
il viendra, en différentiant 2% + 1 fois la relation (19) par rapport a b: 


A; F(z) 
20 ———_ Ob, =~) = 0 
E Cfa) ii a 


Or @(b, z,) est une fonction thetafuchsienne de b. Le premier membre 
de l'identité (20) est done une serie de la forme (4) $ 1. Nous obtenons 
done ainsi une série de cette forme qui est identiquement nulle quand b, 
qui est ici la variable indépendante, reste extérieure au cercle fondamental. 

Mais ce que nous cherchons, c'est une série de la forme (4) qui reste 
identiquement nulle quand la variable indépendante reste intérieure au 
cercle fondamental. ^ Heureusement il est facile de passer d'un cas à 





lautre. Posons en effet ) 
1 
b=- 
Z 
On aura: 
ab + Bi E ] 
vb +0 «ac 
Ta + 0% 


a’, Pi f, 9, désignant les quantités imaginaires conjugées de 4,, Au, fi, di: 


4i 7 y 
- = =) forment un groupe @’ con- 
Ti + 0; 





de sorte que les substitutions (x. 


+ 


jugué de G. 
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De méme en posant: 


b, A; ;b + aib + Bi di + Bi 
= gt 
nb + à + 0; 1 yc; 
on aura: 
db; P 2* da; 
db zj? dz 


Nous aurons done: 
Bm v=), 1 db;\r+! Y yo lait dz VH 
(b, a) — (b; aye db = id — az y? V da 


ab, a) = z"**'(z, a) 








ou enfin 


posan t 





h 1 dz, VH 
0'(z, a=) zs ) 


ll — az) dz 


Nous arrivons à lidentité suivante: 


A,F ‘ 
2 P aunt Oz, 4) = 0 


Les fonctions 9 sont des fonctions thétafuchsiennes de z, de sorte 
que nous avons bien une identité de la forme cherchée. Mais le groupe 
des fonctions 6' n'est pas le groupe G, mais le groupe conjugué G’. 


Passons donc du groupe G* au groupe G en changeant V— 1 en — V— 1; 


A, Fz i i 
o ires ruo nk 


Ras Ae) fre, , 


il viendra: 





Dans cette formule ay]? z', désignent les quantités imagi- 
i , ; AP ani : 7 
naires conjuguées de el et de z, et l'on a posé: 
Zk 
x 1 1 
9 (z, a) = NS 
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de sorte que si nous posons: 


A:F(z) Y 1 
H(z) = ES 
M DA ren (1 242)" 





nous aurons identiquement 


O(a! 3H» —39 e 


tant que z restera intérieur au cercle fondamental. 
6° Supposons que l'on ait identiquement 


8(z, H) = 0 


et que H dépende d'un paramètre arbitraire 2; on aura également: 


dH , 
ef. 3) Ex 
€ di 
En combinant de diverses manières les six principes qui précédent 
on obtiendra une infinite de relations de la forme: 


§ 6. 1?" famille; genre quelconque. 


Nous nous sommes étendus sur les fonctions de la 1** famille et du 
genre 0 parce qu'elles sont les plus simples de toutes et parce que les 
principes généraux, une fois démontrés dans ce cas particulier, s'étendent 
sans trop de peine aux fonctions de toutes les familles et de tous les 
genres. Nous insisterons moins sur les autres fonctions fuchsiennes et 
nous nous bornerons à faire connaitre les particularités les plus remar- 
quables qui les concernent. i 

Lorsque le polygone R,, tout en restant de la 1^* famille, n'est pas 
de la forme simple étudiée dans le paragraphe précédent, ou n'est pas 
susceptible d'y étre ramené, les fonctions fuchsiennes correspondantes sont 
de la 1** famille et de genre plus grand que 0. 

Commençons par un exemple simple. Soit un polygone À, de 4n 
cótés et tel que les cótés opposés soient conjugués. Tous les sommets 
forment alors un seul cycle, de sorte que la somme de tous les angles 


Mémoire sur les Fonctions Fuchsiennes. 255 


du polygone Zi, est une partie aliquote de 27. Supposons d'abord qu'elle 
soit précisément égale à 27. On pourra alors exprimer toutes les fonc- 
tions fuchsiennes dérivées du polygone R, à l'aide de deux d'entre elles 
que nous appellerons x et y, et entre lesquelles il y a une relation 
algébrique : 


(1) f(x, y) = 0 


qui est de genre n. 
Reprenons l'équation (3) du $ 4. Elle s’écrit: 


dv 
bee vg(a, y) 
et l'on a identiquement : 


a" gl 3 (a7 )F 
g(a, y) = 9 (x')* + 4 (a’)* 





en désignant par 2’, x”, z'", les dérivées successives de x par rapport à 2. 
Quelle est la forme de la fonction ¢(x, y)? Pour simplifier, je vais 
supposer que la fonction y de x définie par l'équation (1) ne présente 
que des points singuliers de la nature la plus simple; c'est à dire que 
toutes les fois que l'on a: 
w 


on a, ou bien: 





dys > d’d > 
Be 


dy? << 


(ce qui correspond pour la courbe algébrique d(r, y) = 0 à une tangente 
parallele à l'axe de y et n'ayant avec la courbe qu'un contact du 1* 
ordre) ou bien: 








do _ 0 d'y Y*.— d'gd'o > 0 d'g > 0 
dz dady da! dy? ^ dy? > 


(ce qui correspond pour la courbe -algebrique d(r, y) = 0 à un point 
double ordinaire). 
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Nous supposerons en outre que-si l'équation (1) est d'ordre r, on a 
pour rz infini, r valeurs finies et distinctes du rapport : (ce qui corres- 
pond pour la courbe d(r, y) = 0 à r directions asymptotiques distinctes). 

Ces hypothéses ne restreignent pas la généralité; en effet on peut, 
parmi les fonetions fuchsiennes correspondant au groupe G, choisir d'une 
infinité de maniéres les fonctions x et y de telle sorte que toutes les autres 
s'expriment rationnellement en z et y et ce choix peut toujours se faire 
de facon à satisfaire aux hypotheses précédentes. 

teprenons maintenant notre fonction c(r, y) Il est clair que pour 
les valeurs infinies de x, elle reste finie; qu'elle est finie également toutes 
les fois que z' n'est pas nul. Or x’ ne peut s’annuler que si l'on a à 
la fois 

, h 
T — 0 e z0 

Les seuls infinis de la fonction e(x, y) sont donc les points singuliers 
de l'équation (1) en n'y comprenant que les points singuliers ordinaires 
et non les points doubles de la courbe (1). 

Considérons l'un de ces infinis, et soient a, 5, 7 les valeurs corres- 
pondantes de x, de y et de z. On voit aisément que le développement 
de r — 4 commence par un terme en (z — 7)’, celui de y — f par un 
terme en z — y et on en conclut que l'on a: 


da 


(pour + = a, y — f) 


| 


lim. (y 2 ) g(x, y) = — 


dy 

Ces conditions ne suffisent pas pour déterminer complètement la fonc- 
tion e(r, y) Celle-ci est assujettie en outre à un certain nombre de 
conditions transcendantes dont l'étude approfondie fera l'objet d'un mé- 
moire ultérieur. Nous démontrerons de plus, dans un autre mémoire, 
que si ces conditions ne sont pas remplies, mais si les coëfficients de c(r, y) 
satisfont à certaines inégalités, z n'est plus, il est vrai, fonction fuchsienne 
de z, mais en est encore fonction uniforme (Kleinéenne). 

De combien de parametres distincts dépend notre groupe G? 

Pour définir un polygone de 4» côtés, il faut Sn — 3 conditions; 
mais notre polvgone R, n'est pas arbitraire. Il est assujetti a 2» + 1 
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conditions, à savoir que les côtés opposés soient congruents et que la 
somme des angles soit égale à 27. Il reste donc 6n — 4 paramètres 
arbitraires. Mais on a vu, au $ 9 du mémoire sur les groupes fuchsiens, 
qu'un méme groupe G pouvait étre considéré comme dérivé d'une infinité 
de polygones différents et, en effet, dans le cas qui nous occupe, on peut 
remplacer le polygone À, par un autre AR’, ayant ses côtés en méme 
nombre et disposés de la méme manière, mais ayant pour sommet un 
point queleonque du plan; de sorte qu'à un méme groupe G correspond 
une double infinité de polygones R, et que le nombre des paramétres 
de G est de deux unités inférieur à celui des paramètres de R,. Le 
groupe G dépend donc de 6n — 6 paramétres. 

De combien de paramétres dépend la relation (1)? Bien entendu, je 
ne considére pas comme distinctes deux relations: 


de, y) = 0 JE, 7) = 0 


si lon peut passer de l'une à l'autre par une transformation uniforme, 
c'est à dire en remplaçant & et y par des fonctions rationnelles de x et 
de y. La théorie des fonctions abéliennes nous apprend que ces para- 
metres sont, pour une relation du genre », au nombre de 3» — 3. Mais 
il s'agit de 3» — 3 paramètres complexes qui correspondent à 6» — 6 
paramétres réels; c'est à dire que le nombre des paramétres dont dépend 
la relation (1) est précisément le méme que celui des paramétres du 
groupe G. S'en suitil que l'on puisse disposer des paramètres du groupe 
G de telle sorte que l'on ait entre x et y telle relation algébrique que 
lon veut? C'est ce que nous démontrerons dans un mémoire ultérieur. 

Dans le cas particulier de n — 1, nous n'avons plus affaire à des 
fonctions fuchsiennes proprement dites. En effet, dans les polygones curvi- 
lignes R, dont tous les cótés sont des ares de cercle coupant orthogonale- 
ment le cercle fondamental, la somme des angles est toujours plus petite 
que celle d'un polygone rectiligne d'un méme nombre de côtés. Pour 
un quadrilatere, la somme des angles devrait être plus petite que 27. 
Mais ici nous avons supposé que la somme des angles de notre polygone 
curviligne de 4» côtés était précisément 27. Si lon veut faire » = 1, le 
polygone R, devra devenir rectiligne, le rayon du cercle fondamental 
deviendra infini et le quadrilatére À, se réduira à un simple parallélo- 
gramme rectiligne; le groupe @ se réduira alors à des substitutions de la 
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forme (z, z + a) et les fonctions fuchsiennes qui en dérivent se réduiront 
à des fonctions doublement périodiques. C'est dans ce sens que l'on peut 
dire que les fonctions elliptiques sont des cas particuliers des fonctions 
fuchsiennes. 

Supposons done n> 1. Le polygone R, peut présenter différentes 
formes de symétrie. Il peut d'abord étre symétrique par rapport à un 
cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental; dans ce cas, les 
coëfficients des fonctions dr, y) et ç(r, y) sont réels. Supposons mainte- 
nant qu'il soit symétrique par rapport à un point, ou quil puisse être 
ramené, soit par un changement convenable de la variable z, soit par 
l'application de la régle du $ 9 du mémoire sur les groupes fuchsiens, 
à être symétrique par rapport à un point: dans ce cas la relation (1) se 
ramène à la relation hyperelliptique: 


y = (@ — a,) (w@ —a,)....(% — ax) 


Mais la réciproque n’est pas vraie. 
Considérons maintenant une intégrale abélienne de 1° espèce: 


(4) fate, y)dæ 


et remplacons x et y par leurs valeurs en 2; il viendra: 


FC y)de = for dz = G(z) 
v (az 


(2) désignant une fonction fuchsienne de z et G(z) une fonction uniforme 
de z, holomorphe à l'intérieur du cercle fondamental et cessant (exister 





à l'extérieur de ce cercle. 


a o GE 3. . . . 
Soit (=. te) une des substitutions du groupe fuchsien; on aura 
pfi Oi 


identiquement: 
nz + Ói 


a(t + 4) = Gz) + Ki 


K, étant lune des périodes de lintegrale abélienne. — Ainsi à chaque 
substitution de notre groupe correspond une des périodes de l'intégrale (4). 
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Mais on peut se placer à un autre point de vue. Soit ab un des 


côtés du polygone À,; on aura: 


b 
(se: = G(b) — G(a) 
“a 
G(b) — G(a) sera alors une des périodes de l'intégrale (4) de sorte qu'à 
chaque côté de AR, correspond une de ces périodes. 
Si ed est le côté conjugué de ab, on aura évidemment: 


G(b) — G(a) = G(c) — G(d) 


Il en résulte quà deux cótés conjugues correspond la méme période 
prise en sens contraire et qu'aux 2» paires de côtés conjugués de notre 
polygone, correspondra un systeme fondamental de 2» périodes de Vinte- 
grale (4). Mais ces périodes ne seront pas les périodes normales. 

Mais parmi les polygones équivalents à H,, en vertu de la regle du 
$ 9 du mémoire sur les groupes fuchsiens, il en est un qui présente à 
cet égard une particularité remarquable. Considérons un polygone R’, 
de 4» cótés dont les sommets soient en suivant le périmétre dans le sens 
positif: 


a, b,, Ci; d,, a, ; b,, Co d,, y 000.909 An, bn, Cn; dy 


Pour plus de symétrie dans les notations, je designerai indifféremment 
ce dernier sommet par les lettres d, et d,. Je suppose que le côté 
d, , a, soit conjugué de D, c, et que le côté a, b, soit conjugué de e, d;. 
En d'autres termes le côté de rang 4p + 1 est conjugué du côté de rang 
4p + 3, et le côté de rang 4p + 2 conjugué du côté de rang 4p + 4. 
On voit sans peine que tous les sommets d'un pareil polygone appartien- 
nent à un méme cycle et que le polygone A’, appartient au genre ». 
Je suppose de plus que la somme des angles soit égale à 27; on voit 
alors facilement quil peut étre ramené à un polygone tel que AR, par 
l'application de la règle du $ 9. 

Znvisageons maintenant deux intégrales abeliennes de 1** espece. 


! 

(4) " g(x, yda = Î g(2) 5 de = Gz) 
diens 

(5) jr g,(z, y)dz = | 95. de e) 
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Posons: 
» da: nie XN de ; E GUI ed 
g(2) 5; de — g(2) qas a (ai) i—1) = 4 
dia "s 
bi di d 
da: a 
] je = — Z)—— = d b = L ;) = B; 
gle) de Í gle) D de = G(b) — G(u) 
i: da E da , J 
g, (2) 5; de = — 9,2) 7, de = G(ai) — @ (din) = Ai 
a % 
bi di 
da dx j ; mS 
g, (3) 5, da = — 9,(2) 7, da = G,(b;) — G,(ai) = B'i 


Les périodes A,, B,, A’,, B’, des intégrales (4) et (5) correspondront 
ainsi aux divers côtés du polygone R’,. 
Si maintenant nous prenons l'intégrale: 


le long du périmètre de R’,, cette intégrale doit être nulle et en déve- 
loppant l'intégrale, on trouve sans peine l'identité bien connue: 


» A;D'; — B;4';) = 0 

Zu i i i i) 

ce qui prouve que les périodes A,, D,, etc. sont les périodes normales. 
Je n'insiste pas sur ces considérations qui montrent quel parti on 

pourra tirer des fonctions fuchsiennes pour l'étude des intégrales abéliennes. 


Je suppose maintenant que la somme des angles de Ji, soit, non 
9 


7 


plus 2z, mais 72 f étant un entier. 
/ 


Voyons quel changement cette hypothese apportera dans ce qui pre- 
cède. La relation (1) sera toujours de genre n. La fonction ¢(x, y) jouira 
des mémes propriétés que dans le cas précédent, avec cette seule diffe- 
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rence qu'elle deviendra infinie pour x =a, y = 5; c'est à dire pour les 
valeurs de x et de y qui correspondent aux sommets du polygone R,. 


On aura alors: 
à 1 1 
lim. (&— a)? ¢(#, y) = ——|[1 Bey (pour z = a, y — 6) 
2 
Les points singuliers de l'équation (3) sont alors ceux de la rela- 
tion (1) et le point a, b. 
Considérons maintenant un polygone À, de la 1” famille, mais d’ail- 


leurs tout à fait quelconque; soit 2» le nombre des côtés et p le nombre 
des cycles. Supposons, que si l’on calcule la somme des angles apparte- 


: (p : 2z 2x 27 

nant aux différents cycles ons trouwezrespeeliyenient, — 0 M 
ELO En Pr 

pour le 1”, le 2%, ... et le p° de ces cycles. Les fonctions fuchsiennes 


dérivées de ce polygone À, s'exprimeront rationnellement à l'aide de deux 
d'entre elles que jappellerai x et y et entre lesquelles il y aura une 
relation algébrique 

(1) SC, y) = 0 


de genre: 


n—p+l 

jg merk 
Soient (a, , b), (a,, b,), .... (a,, b,) les valeurs que prennent x et y 
quand la variable z vient en lun des sommets du 1", du 2°, ..... ou 


du p° cycle. 
J'appelle (c,, d;) les points analytiques pour lesquels on a: 


dd " dd > 
dy = ° + 20 


J'appelle (e,, f) les points analytiques pour lesquels on a: 


d dg en 


dz dy 


Je conserve d’ailleurs pour la fonction d(r, y) que je suppose d'ordre 
r, les hypotheses faites plus haut. Le nombre des points c,, d, est alors: 


r(r — 1) + 2P — (r — 1) (r —2)=2r + 2P —2 
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et celui des points e,, f; est 


(r — 1) (r — 2) 
9 


= 


p 


. 


L'équation (3) s'écrira: 


d’v 
= Un y) 


d 





La fonction ç(r, y), rationnelle en x et en y, devient infinie: 


{pours — cap —"d. on" à alors: 


m 
lim. (y — a» (5) o(z, y) = E (pour a — €, 9 — m) 
2° pour z —'a;, y — b; on a alors: 
i : 1—j45 ne be 
lim. (4 — a) oa, y) = = (pour T = 4, Y= b,) 


Les conditions auxquelles on doit assujettir le groupe G pour que 
l'on ait entre x et y une relation (1) donnée et pour que les quantités 
(a,, b) et les nombres entiers ff, aient des valeurs données sont au nombre 
de 6P — 6 + 2p. Le nombre des paramètres dont dépend le groupe @ 
est aussi de 6P — 6 + 2p. Il ne s'en suit pas immédiatement que l'on 
puisse disposer de ces 67 — 6 + 2p paramètres de facon à satisfaire à 
ces 6P — 6 + 2p conditions. Mais je démontrerai dans un mémoire 
ultérieur qu'il en est effectivement ainsi et qu'il existe foujours deux fonc- 
tions fuchsiennes w et y qui correspondent à un méme groupe G, entre 
lesquelles il y a une relation algébrique donnée 


d(x, y) = 0 


et qui pour p systèmes donnés de valeurs (x = a,, y = b,), (x — a, y = b,),... 


(r = a,, y — b,) voient leurs dérivées -des f, — 1, &, —1, ... 8, — 1 
premiers ordres s'annuler, (A, Ass .... A, étant des nombres entiers 
donnés). 


Etudions maintenant les fonctions thétafuchsiennes. Leur forme gene- 


rale sera: 
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(6) (2) re y) 


dz 
F désignant une fonction rationnelle de x et de y. 
Quelles sont les conditions pour que cette fonction thétafuchsienne 
soit de 2% espèce, c'est à dire reste holomorphe à l'intérieur du cercle 


fondamental. La fonction F(x, y) pourra toujours s'éerire 
> Y) I J 





P(x, y) 


di 2 "E À 
— LIL) AIN). se % — Ap) ? 
(25) ( 2) ( 2) ( ») 
À , À,, ... À, étant les plus erands nombres entiers satisfaisant aux iné- 
1? 2? ? D 


galites: 


On reconnaitra ensuite aisément quelles sont les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que la fonction (6) soit de 2% espèce: 
1° La fonction rationnelle P(r, y) devra se réduire à un polynôme 


entier. 
2° Les p(r — 1) points d'intersection de la courbe g(x, y) = 0 avec 
les droites r — a,, r — a,, ... r =a, [en exceptant les points singuliers 


@— as 96) (x a, VD); Ce. ES, Y d,)] devront: ap- 
partenir à la courbe P(x, y) = 0; cette derniére devra avoir un contact 
d'ordre 4, — 1 avec la courbe d(r, y) = 0 aux points ot cette courbe 
rencontre la droite x — a, (en exceptant toujours le point singulier «= à,, 
A =») 

Cela équivaut pour le polynôme P(x, y) à: 


an ; ; M MEE NS 
(r— 1) EA ECL AM) 1) 2 À 


conditions. 


3° Le degré du polynôme P(r, y) devra être au plus égal à: 


N + mr — 5) 


4° Considérons maintenant les points r = e, y = fi, c'est à dire les 
points doubles de la courbe dr, y) = 0; ils devront appartenir à la 
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courbe P(r, y) = 0, et méme (puisque m > 1) étre pour cette courbe un 
point double. Enfin les deux branches de la courbe P — 0 devront avoir 
respectivement avec les deux branches de la courbe d — 0, un contact 
d'ordre m — 2. Cela équivaut pour le polynôme P(x, y) à 2m — 1 condi- 
tions pour chacun des points doubles x = e,, y= f;, c'est à dire en tout à 


(2m pom r) 





conditions. 


Un polynôme de degré Dy: + m(r — 3) dépend de: 


2 + m(r — 3) + 1] [Sv + m(r— 3) + 1 


parametres. Mais si l'on tient compte de la relation (1) et si l'on a: 
(7) D + mr —3)2r 


ce nombre se réduit a: 


Dy. + (» 5) — 3). 





Mais notre polynöme est assujetti d’une part a (r — 1) Ÿ 2, d'autre 
ji 0 1t 
part à (2m — e Bt E) r| conditions. Il reste done dans ce 
polynôme : 
(8) Ja + (2m — 1) (P — 1) 


paramètres arbitraires. Mais ce n'est là qu'une limite inférieure du nombre 
des paramétres arbitraires restant réellement dans notre polynôme. Car 
il se peut faire: 

1° Que la condition (7) ne soit pas remplie. Alors l'expression des 
paramètres arbitraires restant dans notre polynôme n'est plus 


N + (2m — 1) (P— 1) 
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mais: 


zm + mir — 3) + (N° + mr — 3) + 2) — (r— WP — (2m — 1) EL — p) 
2\ ZU per di 2 


Cette seconde expression differe de la premiere de: 





1 : 
QU dom esiti 1) Oy, + mr — 3) — 7 + 2) 
Il en résulte que les deux expressions ne différent pas si l'on a: 


VA + m3) —r = —1 ou — 2 


L'expression (8) ne cesse par conséquent de représenter le nombre 
des paramètres restés arbitraires que si l'on a: 


Y + (m — 1l)r — 3m < — 2 
Or cette inégalité jointe à m= 2, r = 3, entraine les égalités suivantes: 


r=3 Yı=0 


/ 





Mais ce cas où lon a r— 3, P=|, Na = 0 et où par conséquent 
Zu 


tous les À sont nuls, est précisément celui des fonctions elliptiques dont 
nous n’avons pas à nous occuper. 
2° On peut se demander aussi si les 


(r — Dy, + (2m — pri 3 P| 


conditions auxquelles nous avons assujetti notre polynôme sont toutes 
distinctes. Voici comment on peut tourner la difficulté. Soit N le nombre 
des zéros distincts de l'expression (6); le nombre N + 1 sera évidemment 
une limite supérieure du nombre des paramètres restés arbitraires dans 
cette expression. Mais cette limite peut encore être abaissée. En effet 
l'expression (6) sannule quand la variable 2 vient en l'un des sommets 
de R,; ce sont là des zeros qui ne sont pas arbitraires. Si done N’ est 
le nombre des zéros réellement distincts qui coïncident avec les sommets 
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de R,, nous devons prendre pour notre limite supérieure N— N' + I. 
Ce n'est pas tout. Si l'on considere une expression rationnelle en z et y, 
admettant q zéros et q infinis, la théorie des intégrales abéliennes nous 
apprend qu'on ne peut pas choisir arbitrairement les q zéros et les q 
infinis, mais que la connaissance des q infinis et de y — P des zéros suffit 
pour déterminer les P derniers zéros Or les N — N’ zéros qui restent 
de notre expression (6) sont ceux de la fonction rationnelle: 


P(x, y) 


[F'G)]" (e —a,)* (e — a,Y* .... (e — ay)” 





dont nous connaissons les infinis. Il en résulte que N— N — P d'entre 
eux suffisent pour déterminer tous les autres et que nous devons prendre 
finalement pour notre limite supérieure .N — N — P + 1. 

Or les principes du $ 3 nous donnent: 


N= n(n —1— yz) 


ZB, 





N= Pd = Nat (2m — 1) (P — 1) 


c'est à dire que notre limite supérieure coincide avec la limite inférieure 
trouvée plus haut. Il y aurait exception dans le cas Y == M 
c'est à dire dans le cas des fonctions elliptiques dont nous n'avons pas 
à parler. 

Il résulte de là que toutes les fonctions thetafuchsiennes de la 2** 
espece (aussi bien celles qui peuvent s'exprimer par une série de la 
forme (4) $ 1 que celles qui ne peuvent sexprimer par une pareille 
serie) peuvent s'exprimer linéairement à l'aide de E (2m — 1) (P — 1) 
d'entre elles. 

Considérons maintenant une fonction de la forme: 


da\ı-m 
A(z) = | =) F(x, y) 


2 
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fF désignant une fonction rationnelle en x et en y et cherchons quel est 
le minimum du nombre des infinis distincts d'une pareille expression. 

Nous supposerons que les sommets de R, ne sont pas des infinis de 
notre fonction A(z). Pour que le nombre des infinis soit minimum il faut 
que celui des zéros le soit aussi, il faut par conséquent que les sommets 
de À, soient des zeros d'un ordre aussi peu élevé que possible. Pour 
réaliser cela, posons, ce qui est toujours possible: 


{ y\ m—1 
(v — a,)^ (a — a) = ee (a — ay)? (25) 
P(x, y) 





Fx, y) = 


les À étant précisément les nombres entiers définis plus haut. Nous recon- 
naitrons que pour que le nombre des zéros distincts soit un minimum, 
il faut et il suffit 1° que P(x, y) soit un polynôme entier de degré 


d'intersection de la courbe ¢ = 0 avec les droites # — 4,, x = «,, 
z — a, autres que les points singuliers (x = a, y — b,) et que les deux 
courbes aient en ces points un contact d'ordre 4, — 1. 3° enfin que la 


courbe P — 0 admette les mêmes points doubles que d == 0; et de facon 
que les branches qui se croisent en ces points doubles aient avec celles 
de ¢ = 0 des contacts d'ordre m — 2. 

En effet il est possible de satisfaire à ces conditions, car le polynôme 
P(x, y) contient comme on l'a vu: 


DY, + (" — >) —— 5) 


a 


paramètres et nous n'avons à remplir que: 





e— Da + (m > le 1) (== 2) — 2P] 


conditions. 
Il reste donc: 


DA + (2m—3)(P — 1) 


paramètres arbitraires dans notre polynôme P(x, y. De plus on voit 
aisément que si nos conditions sont remplies, le nombre des zéros distincts 
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et par conséquent celui des infinis est minimum, car le nombre des zeros 
distincts qui se confondent avec les sommets de AR, est aussi petit que 
possible et il n'y a pas de zero en dehors de ces sommets. On trouve, 
en appliquant la rege du $ 3 que le nombre minimum des infinis est 


r= rt @m—2)(P—1) 


Comme le polynôme P(x, y) ne dépend que de » + (2m — 3) (P — 1) 


paramètres il sen suit que nos J infinis distincts ne peuvent pas être 
choisis arbitrairement, mais que la connaissance de J — P d'entre eux 
suffit pour déterminer les P autres. On ne peut donc en général déter- 
miner la fonction À de telle sorte qu'elle ait J infinis donnés et qu'elle 
n'en ait pas d'autres. 

Quel est le plus petit nombre J' tel que l'on puisse toujours déter- 
miner la fonction A de telle sorte qu'elle ait J' infinis donnés et n'en ait 
pas d'autres? La fonction A admettra alors J' — J zeros et J’ — J 
infinis distinets de plus que les fonctions de méme forme qui n'ont que 
J infimis, et par conséquent elle contiendra 2J' — 2J parametres de plus 
qu'elles, ou en tout 


2J' — 9J + , À + (2m — 8) (P -— 1 
ou, en remplacant J par sa valeur: 


3I — Y 2 (m — 1) (P — 1) 


on doit done avoir 





oJ x (Em — 1) (PS Hd 


ou 
(9) ux + (2m-—1)(P—1)-41 


Voilà done la limite inférieure cherchée du nombre J’. 
Maintenant nous allons pouvoir résoudre une question importante qui 
se pose tout naturellement. Nous avons vu que toutes les expressions 
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de la forme (6) qui n'ont pas d'infinis peuvent s'exprimer lineairement à 
l'aide de N + (2m — 1)(P — 1) d'entre elles. Les series thetafuchsien- 
nes de la forme (4) $ 1 et de la 2% espèce pouvant toutes se mettre 
sous la forme (6) pourront done s'exprimer linéairement à l'aide de 
Và + (2m — 1)(P— 1) d'entre elles. Mais nous ne savons pas encore 
ya 
si toutes les expressions de la forme (6) qui n'ont pas d'infinis peuvent 
s'exprimer par une série (4) $ 1. Dans le cas où il n'en serait pas ainsi, 
toutes les séries de la forme (4) $ 1 et de la 2"* espèce, s'exprimeraient 
linéairement à l'aide de y» + (2m — 1)(P — 1) — 1 d'entre elles. Je 
vais démontrer que cette hypothese est impossible. 
En effet, nous avons vu dans le paragraphe précédent (pages 244 sq) 
que si toutes les séries de la forme (4) $ 1 et de la 2"° espéce s'expriment 


linéairement à l'aide de 4 — 1 d'entre elles on pourrait construire une 
fonction 
> da l—m 
Az = | — F(z 
) dz 


F(z) réprésentant une fonction fuchsienne de 7 admettant q infinis donnés 
et n'en admettant aucun autre. Done si l'hypothèse faite au début était 


possible, on pourrait construire une fonction A(z) admettant J’ = » ES 


+ (2m — 1)(P — 1) infinis donnés et n'en admettant aucun autre. Le 
nombre J' ne satisferait pas alors a l'inégalité (9) ce qui est contraire 
à ce qu'on a vu plus haut. 

En conséquence, toute expression de la forme (6) qui n'a pas d'infinis 
peut se mettre sous la forme d'une série (4) $ 1 de la 2"* espece; donc 
toute expression. de la forme (6) avec ou sans infinis, powrra se mettre sous 
la forme d'une série (4) § 1 de la 1** ou de la 2" especes. 

Passons à une propriété importante des fonctions de la forme A(z). 
Ces fonctions auront toujours une infinité d'infinis; soient z,,2,,....2,.... 
ces infini, que nous supposerons tous simples pour fixer les idées, A,, 
ee 


nelle n'ayant pas dinfinis à l'intérieur du cercle fondamental. On aura 


A;o(z; 
Mayes) — Y, LEE 


2 — Zi 


.. A,, les résidus correspondants. Soit c(z) une fonction ration- 


identiquement: 
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Cela se démontre de la même manière que dans le paragraphe précé- 
dent; la premiere demonstration peut se repeter sans qu’on y change un mot; 
la seconde demanderait pour être appliquée quelques modifications legeres. 

Les divers termes du second membre de l'identité précédente peuvent 
être groupés d'une manière plus avantageuse. Soient en effet 7 le nombre 
des infinis distincts de A(z); 2, 2,, --. 2, ces infinis; A,, A,, ... A, les 
résidus correspondants, nous pourrons écrire: 





10 Az)e(z) = N A} = 
( ) Kor e) | : hod dir Ris Bi ( ae 22 
g — ——— (jie ji 
fik + di d: ; 
s : a2 + 3; o 
Dans cette formule on désigne par la notation (- +) les di- 
Viz + i 


verses substitutions du groupe @. En differentiant la relation (10) 2m — 1 
fois par rapport à 2, on arrive à une formule tout à fait analogue a la 
formule (16) du paragraphe précédent. Le premier membre est une 
expression de la forme (6) et le second membre est une série de la 


forme (4) § 1. 


§ 7. 27€ Famille; genre 0. 


Considérons un polygone AR, dont les sommets, au nombre de 2n, 
sont tous situés sur le cercle fondamental et dont les côtés sont des arcs 
de cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental. Tous les angles 
de notre polygone sont donc formés par deux ares de cercle tangents 
l'un à l'autre et par conséquent, il sont tous nuls. Je supposerai que les 
côtés de rang p et 2n + 1l — p sont conjugués; les cycles seront alors 
au nombre de » + 1, dont deux formés d'un seul sommet, le premier du 
sommet de rang 1; le second du sommet de rang n+ 1. Les n— 1 
autres cycles seront formés de deux sommets, à savoir des sommets de 
rang p et 2n + 2 — p. 

J'appelle S, la substitution qui change le côté de rang p en celui 
de rang 2n + ] — p. Nous aurons ainsi n substitutions S,, $,, ..... S, 
qui seront les substitutions fondamentales de notre groupe G. 


Mémoire sur les Fonctions Fuchsiennes. 2i 


Je définis ensuite les substitutions 5", ..... S' 
suivantes: 


S,—8,9, , 8’, —S8,S, 
et je pose pour plus de symétrie dans les notations: 


gr 
1 Sa L5 n+1 


J’appelle maintenant a, le sommet de rang 7; il est clair que a; sera 
lun des points doubles de S',. Je supposerai que les n + 1 substitutions 
LPS EEE S',:, sont paraboliques. Cela ne serait pas possible si les 
2n points a, étaient choisis arbitrairement sur le cercle fondamental. Il 
faut qu'il y ait entre eux la relation: 


(1) (a = a) (a4 = 03) e» ete (a2 — Cap) ren (Gon = aan) = 


= (as — as) (45 — 43) ..... (Gp41 — Gp) -....- (a1 — Gon) 


Dans ces conditions notre polygone A, est du genre 0 et du 1* ordre 
de la 2% famille; notre groupe @ et les fonctions fuchsiennes qui en 
dérivent sont du genre 0 et de la 2% famille. Nous pourrons, comme 
dans le $ 5, choisir parmi ces fonctions fuchsiennes une d'entre elles que 
jappellerai x = f(z) et en fonction de laquelle toutes les autres s'expriment 
rationnellement. Pour achever de la définir, je supposerai que l'on a: 


J(a,) = 0 fla) = 1 AN aas) ES eS) 
Je poserai en outre comme dans le $ 5 


y= Jai) — (an 2—i) 
d'ou 


Si l'on pose 


/ dx 
dz 


De 


v satisfait à une équation linéaire: 


: d* 
(3 bis) Ts = PCT 
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c(r) étant rationnel en x. Quelle est ici la forme de la fonction e(r)? 
On trouve aisement: 


7 ARS P(x) 

g(x) = QG)" 
Q(x) étant le produit (x — a,)(r — a,) .... (r — a,) et P(x) étant un poly- 
nome entier de degré 2» — 2. Le polynôme P(r) doit satisfaire aux 


conditions suivantes: 


Pla.) = — : QU (a;) 
et 


coëfficient de 2°" ° dans P(x) = — 


Ces conditions ne sont pas suffisantes pour que # soit une fonction 
fuchsienne du rapport des intégrales de l'équation (3 bis) Il faut en 
outre assujettir P(r) à 2» — 4 conditions transcendantes. 

Nous démontrerons dans un autre mémoire que lon peut toujours 
choisir le groupe G de telle sorte que les nombres a,, @,, .... a, aient 
des valeurs données quelconques. 

Dans le cas particulier où le polygone À, est symétrique par rapport 
au cercle qui joint 4 à 4,:, en coupant orthogonalement le cercle fonda- 
mental, les coëfficients de la fonction rationnelle ç(r) sont tous réels. 

Si de plus » = 2; f(z) se réduit à la fonction modulaire k’. 

Voyons comment se comportent les intégrales de l'équation (3 bis) 
dans le voisinage de l'un des points singuliers a,, 4,, .... a,. Les inté- 
grales seront régulières et logarithmiques, pour employer les expressions de 
M. Fucus et de ses disciples. Les deux racines de l'équation déterminante 


1 LEN, 
seront 5; de telle sorte que les intégrales pourront se mettre sous la forme: 


9; =(e — a,)"(P, + Q; log (x — aj) 
et 
; 4 
v, = (x — a) Q; 


P, et Q, étant des fonctions holomorphes en x — a, dont la 1°" s’annule 
et la 2™° ne s'annule pas pour © = a.. 


bo 
| 
o2 
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Pour x = ©, on a de méme: 


1 ^ 
I ar zi Qn4i log a), 


; 4 1 : 
72 et € étant des fonctions holomorphes en —, dont la premiere 
n+1 n+1 I m? 1 


sannule et la seconde ne s’annule pas pour 7 = oo. 
Exprimons maintenant dans le voisinage de chacun de ces points 
singuliers, 2 en fonction de x. On devra avoir dans le voisinage de x = a;: 


T AQ; + [Qi log (2 — ai) + Pj 
— NBN SE LQ; log (2 — a;) + Pi] 





u, X, p/ étant des constantes convenablement choisies. Supposons que 


A 


la substitution & 


y 
i 


s’eerive 








et posons: 
2ry—ı 


ee) Pi = t; 


exprimons ensuite que z se réduit à a, pour 2 =a, et subit la substitu- 
tion 5’, quand log (x — a,) se change en log (x — a) + 9zy — ].. Nous 


verrons que la relation qui précède peut s'écrire: 


27) — 1 


ea 


P'. étant une fonction holomorphe en x —a,. On tire de là: 
VE 


li = iR: - Q' 


i 


Q'; étant une fonction holomorphe en (x — aj); le développement de Q’, 
suivant les puissances de (x — a) commence par un terme en (x — aj) 


dont le coéfficient ne peut jamais étre nul. On tire de là: 
x a= di + dt) 


®, désignant une fonction holomorphe en /, et dont le développement 
suivant les puissances de cette variable commence par un terme du 1” 
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degré dont le coëfficient n'est jamais nul. Telle est la forme de l'expres- 


sion de x en fonction de z dans le voisinage du point singulier = = a,. 
De méme dans le voisinage de z= 4,,,, © — ©, on aura: 


1 
z = Pyr1(tarı) 


®,., désigne une fonction holomorphe en /,,, et son développement sui- 
vant les puissances de cette variable commence par un terme. du 1* 
degré qui n’est jamais nul. On peut encore écrire la relation précédente 
sous la forme: 

sil 


x = 


Wit, T 1) 





bl 


' désignant une fonction holomorphe de #,,, ne s'annulant pas avec cette 


: : un dx 
variable. Quant a la derivee de? elle pourra se mettre sous une forme 





analogue. Dans le voisinage de z= a,, on aura: 


de cec i 7 


dz (z — ai) 


d', étant une fonction holomorphe de /, qui ne s'annule pas avec cette 





rariable. De méme dans le voisinage de z= 4,,,, on aura: 
da 1 V'(t, 4) 
dz (2 == Gn+1)° in+ı 


” désignant une fonction holomorphe de /,,, ne s’annulant pas avec 
cette variable. > 

Passons maintenant à l'étude des fonctions thétafuchsiennes. 

Toute fonction représentée par une série de la forme (4) $ 1 pourra 
toujours se mettre sous la forme suivante 


(2) (2) no 


F désignant une fonction rationnelle de x. Mais la réciproque n'est pas 
vraie. En effet nous avons vu au $ 2 que toute série de la forme (4) 
$ 1, peut dans le voisinage de z = a, se mettre sous la forme: 


to 
1 
mu 
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1 


(z Im dj)" 


R(t,) 


R désignant une fonction holomorphe de i, qui s'annule avec cette variable. 
Il en résulte que pour x — a,, la fonction (r — aj)" F(») doit s'annuler 
et que quand x augmente indéfiniment, x” F(x) doit tendre vers 0. Telles 
sont les conditions nécessaires auxquelles doit satisfaire l'expression (2) 
pour pouvoir représenter une serie de la forme (4) $ 1. 

Nous les appellerons les conditions A. 

Supposons maintenant que la fonction (2) u'admette pas d'infini à 


lintérieur du cercle fondamental. F(x) devra étre de la forme: 


Ia) 


ae en 








(a — a,)" (@ 


M(x) désignant un polynôme entier en x. Mais à cause des conditions A, 


les nombres À, A,, .... A, sont au plus égaux à m — 1 et le degré de 
Ir) au plus égal a n(m — 1) — m — 1. Par conséquent toutes les séries 
thétafuchsiennes de la forme (4) $ 1 et de la 2% espèce s'expriment 
lineairement au moyen de n(m — 1) — m d'entre elles. 


Mais nous ne savons pas encore si toute expression de la forme (2) 
n'ayant pas d'infini et satisfaisant aux conditions A peut se mettre sous 
la forme d'une serie (4) $ 1; ni par conséquent si toutes les séries de 
cette forme et de la 2"* espèce ne peuvent pas s'exprimer linéairement à 
l'aide de n(m — 1) — m — 1 d'entre elles. 

Pour reconnaitre sil en est ainsi, considerons une fonction de la forme: 





F désignant une fonction rationnelle et cherchons quel est le minimum 
du nombre J' de ses infinis distincts, à supposer quelle tende vers 0 
quand z tend vers a;. 

Nous pourrons écrire: 





tub (a E adr ce (a en An)" H(z) 


des - P(x) 





IKx) et M(x) désignant deux polynómes en x. Pour que A(z) tende vers 


quand z tend vers a,, il faut et il suffit que 
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ne soient pas nuls et que le degré du numerateur surpasse au plus de 
m-—1 celui du dénominateur. Or le degré de x) est le nombre J’ 
des infinis distincts de A(z). On a done: 


‘2 nm —1)—m+1 


Je dis alors quil est impossible d’exprimer linéairement toutes les 
séries de la forme (4) $ 1 et de la 2% espèce à l'aide de n(m — 1) — m — 1 
d’entre elles; car, si cela avait lieu, on pourrait construire une fonction 
de la forme A(z) ayant n(m -— 1) — m infinis distincts, ce qui ne se peut 
pas comme nous venons de le voir. On en conclura done (comme dans 
les deux paragraphes précédents) que toute expression de la forme (2) 
satisfaisant aux conditions A peut étre exprimée par une serie de la 
forme (4) $ 1. 

La formule (10) du paragraphe précédent s'applique aussi aux fonc- 
tions qui nous occupent. On la démontrerait comme dans les deux 
paragraphes précédents; la premiére démonstration demanderait quelques 
modifications légères, la seconde peut s'appliquer sans qu'on y change 
rien. Toutes les conséquences que nous avons déduites de cette formule 
(10) dans les deux paragraphes précédents, et entre autres la formule (16) 
du $ 5, sont encore vraies dans le cas qui nous occupe. 

On voit aisément comment on étendrait les principes qui précèdent 
aux fonctions de la 2% et de la 6"* familles et de genre quelconque. 

Nous pouvons done passer à l'étude des fonctions fuchsiennes qui 
existent, dans toute l'étendue du plan. 


§ 8. Me Famille. 


Parmi celles-ci les plus simples sont celles de la 3™° famille dont 
nous allons parler d'abord. 

Supposons qu'on nous donne » paires de cercles (c, et c',), (c, et cy), ..... 
(ctetice) 

Je suppose que ces 2» cercles soient tous extérieurs les uns aux 
autres, qu'ils coupent orthogonalement le cercle fondamental et soient par 
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conséquent symétriques par rapport à ce cercle. Je suppose que l'on 
considère » substitutions S,, S,, .... S,, telles que S, tout en conservant 


, 


le cercle fondamental change c, en c’,. Le groupe dérivé des substitutions 


S, sera un groupe fuchsien @ dont le polygone générateur R, 
posera de la partie du plan qui est intérieure au cercle fondamental et 


se coni- 


extérieure aux divers cercles ¢ et c. Le polygone R, aura 25» côtés de 
la 1”° sorte, formés par les arcs des cercles c et €’ intérieurs au cercle 
fondamental et 25 côtés de la 2% sorte formés par les arcs du cercle 
fondamental extérieurs aux différents cercles ¢ et c. Tous les sommets 
de R, sont de la 3"* catégorie. Quant au polygone Ts 
H, par rapport au cercle fondamental, ce sera la partie du plan qui est 


symétrique de 


extérieure à la fois au cercle fondamental et aux cercles c et c. Le 
groupe G et par conséquent les fonctions fuchsiennes qui en dérivent 
seront de la 3™° famille et du genre x. 

Toutes ces fonctions fuchsiennes pourront s'exprimer rationnellement 
à l’aide de deux d'entre elles que j'appellerai x et y et entre lesquelles 
il y aura une relation algébrique de genre n: 


(1) (v, y) = 0 


Si l’on pose de plus 
l 


la fonction v satisfera à l'équation (3) du $ 4, à savoir: 


u 


d’v 


(3) an ve(®, Y) 


c étant rationnel en zr et en y. 

Le groupe G ne dépendant que de 3» — 3 paramètres réels distincts, 
on ne peut en disposer de manière que la relation @(r, y) = 0 soit quel- 
conque. Combien, en effet, reste-t-il de paramétres arbitraires dans une 
relation algébrique de genre n: 


(1) eo 


lorsqu'on convient de ne pas regarder comme distinctes de cette relation 
celles que l'on en déduit en y remplaçant x et y par des fonctions ration- 
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nelles de =’ et de y. On sait qu'il reste 3 — 3 paramètres que l'on 
appelle les modules de la relation (1) et qui sont pour ainsi dire des 
invariants à l'égard de cette relation et des opérations qui consistent à y 
remplacer x et y par des fonctions rationnelles de x’ et y. En nous 
proposant d'obtenir entre nos deux fonctions fuchsiennes x et y une rela- 


3 conditions 





tion algébrique donnée, nous nous imposons done 3% 
complexes qui équivalent à 65» — 6 conditions réelles. Ce nombre surpasse 
de 3n — 3 celui des paramètres dont nous disposons. Ainsi le premier 
membre de la relation (1) est assujetti à 3» — 3 conditions réelles, il est 
aisé de les trouver. 

En effet, on peut supposer que l'on fasse une opération qui consiste 
à changer z en son symétrique par-rapport au cercle fondamental. Cela 








revient à changer V— ten V— 1 et à faire ensuite un changement 
linéaire de variable. On change ainsi À, en fF’, et réciproquement de 


sorte que le groupe G et le systeme des fonctions fuchsiennes qui en 
dérivent ne changent pas. Les 3% — 3 modules de la relation (1) ne 








changent donc pas non plus. Mais quand on a change V— entr 
ces modules ont dü se changer en leurs imaginaires conjugués; puis, quand 
on a fait un changement linéaire de variable, ils n'ont pas changé. Par 
conséquent les 3n — 3 modules de la relation (1) ne différent pas de leurs 
imaginaires conjugués, is sont donc réels. 

Il en résulte qu'on pourra toujours choisir x» et y parmi les fonctions 
fuchsiennes dérivées du groupe G de telle sorte que tous les coéfficients de 
la relation (1) soient réels. Alors les coëfficients de c(r, y) seront aussi 
tous réels. 

Je suppose de plus que lon ait choisi x et y, ce qui est toujours 
possible, de facon que la relation (1) satisfasse aux conditions que nous 
avons imposées à la relation (1) du $ 6, au commencement de ce para- 
graphe (page 255). 

Cela posé, la fonction e(r, y) satisfera aux conditions suivantes: 

1° Quand x devient infiniment grand du 1* ordre, elle devient 
infiniment petite du 4* ordre. 

2° Les seuls infimis de la fonction e(x, y) seront les points singuliers 
de la fonetion y de x, définie par la relation (1) en n'y comprenant pas 
les points doubles de la courbe algébrique d(r, y) = 0. Si l'un de ces 


points est « = a, y = 0, on aura: 
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dæ\° 3 
lim. (y — b)’| — | ¢(a, y) = — — 
(y — b) m (v, y 1 


pour z — a, y — b. 

Ces conditions qui, on le remarquera, sont les mémes que celles que 
nous avions trouvées dans le premier exemple, examiné au $ 6, ne suf- 
fisent pas pour déterminer la fonction rationnelle e(r, y). Celle-ci est en 
outre assujettie à » conditions transcendantes. Voici sous quelle forme 
on peut présenter ces conditions transcendantes: 

La fonction e(x, y) devra être choisie de telle sorte qu'en faisant 
décrire au point analytique (x, y) » cycles convenablement choisis (corres- 
pondant à » périodes convenablement choisies d'une intégrale abélienne 
de 1** espece fax, y)dx) on voie revenir les intégrales de l'équation (3) 
à leurs valeurs initiales. 

Passons maintenant à l'étude des séries thétafuchsiennes: 


Li: 3; 9; 
o) = N H Ge ir Mi ^z NX \—2m 
O(z) Li (+5 rà (72 + di) 


c'est à dire à l'étude des séries de la forme (4) $ 1, et d'abord cherchons 
comment il peut arriver que la fonction définie par cette série ne présente 
aucun infini en dehors des points singuliers essentiels. 
En général la série A(z) admet comme infinis, ainsi qu'on l'a vu au 
$ 3: I? les points correspondants du point oo, c'est à dire les points 
0; 


Ti 


2 
À 


2° les infinis de la fonction H(z) et les points correspondants. 
Supposons pour fixer les idées que la fonction H(z) ne devienne 


^ 


: , ; 0; , M 
infinie pour aucun des points — -. Quelle est d'abord la condition pour 
fü 
à. 
que les points — ne soient pas des infinis de (2)? Pour cela, il faut 
f 


et il suffit que le degré du dénominateur de la fonction rationnelle H(z) 
surpasse de 2m unités celui du numérateur. 
Considérons maintenant un infini « de la fonction H(z) elle-même, 
Dans la serie A(z), le terme 
H(z) 
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(correspondant à a, = 1, à, = 1, f, = 0, y; = 0, c'est à dire à la substitu- 
tion unité) deviendra infini pour z — a. Pour que 6(z) reste fini pour 
z — a, il faut done qu'un autre terme de cette série devienne infini, de 
facon que la somme de ces deux termes (qui séparément croissent indé- 
finiment quand z tend vers a) tende au contraire vers une limite finie. 
I| faut pour cela que parmi les infinis de H(z) il y en ait un autre 
2,== D, tel que: 

. au 4 


b Ki » 
ya + 0 


aded 
2n 72 + 0 
que le terme: 


| étant une des substitutions du groupe G. Il est clair alors 


deviendra infini pour z= a. Mais il faut que la somme de ce terme et 
du terme //(z) reste finie pour z — a. Soient done A et B les résidus 
de H(z) qui correspondent à z — a et z — b. On aura: 


eye + H'(z) 


| 








HE = AC oe a eye Rr 


vz +0 2— a 


H(z) et H,(2) étant des fonctions rationnelles de z qui restent finies pour 
z2— 8. On devra done avoir: 


A+ Biya + OE = 0 


Telles sont les deux conditions nécessaires et suffisantes pour que 6(z) 
reste fini pour 2 — « et par conséquent aussi pour les points correspondants. 
Cela posé, voiei comment il faudra s'y prendre pour construire une 
fonction 6(z) qui n'admette aucun infini. Prenons une fonction ration- 


nelle. H(z) admettant 2p infims à ; 6,, @,, bia D... a, dr, tet 
ayant pour résidus correspondants 4,, D,, A,, B,, A,, B,,...... AB: 
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Je suppose de plus que l'on ait: 





DE did Ar A DN AW, Ste By PRET DNE Ep Up ste Bp 
: 0*4 Ar à 5 72%, ate 9, TP p zs Op 


(s a.u à) (- 0,2 + A) (: Opt + 2) 
NEN ee ATO "me + À 


étant p substitutions du groupe G. J’assujettis de plus les 2p résidus à 
deux systémes de conditions. — D'abord: 


Macte pris Ap DERE o e.c + 4, + B,=0 

Aid == Bub, + Aoû dr Bobo cR OO 00 0,7 3r And + B,b, = 0 

Aja; + Bibi + Asay E Bb? Le... + Aja; + B,b, = 0 
Alan) RETO e oec dime Me Avan ot Babee ==0\ 


pour que le degré du dénominateur de //(z) surpasse de 2m unités celui 
, + À 
du numérateur. Ensuite: 


Ay + Bla +) "^ = 0 GSA. SRE p) 


pour que a, et D, ne soient pas des infinis de 6(z). 
Ces p + 2m — 1 conditions seront compatibles pourvu que: 


p > 2m —1 


et si elles sont remplies, la serie 6(z) formée à l'aide de la fonction 
rationnelle 





n'aura aucun infini Je dirai alors qu'elle est de la 2% espece, de sorte 
que nous avons ici, comme dans les trois paragraphes précédents, la 
distinction entre les deux especes de series thétafuchsiennes. 


D 
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Toute série de la forme @(z), à quelque espèce qu'elle appartienne, 
peut se mettre sous la forme 


(2) (5) F(x, y) 


dz 


F(x, y) désignant une fonction rationnelle d’r et d'y. Celles des fonctions 
de la forme (2) qui n'admettent pas d'infinis, Sexpriment linéairement, 
ainsi qu'on l'a vu au $ 6, à l'aide de (2m — 1)(n — 1) d'entre elles. Il 
résulte de là que toutes les series (2) de la 2% espèce s'expriment linéaire- 


ment à l'aide de (2m — 1)(n — 1) d'entre elles. Il nous reste à démontrer, 
comme dans les trois paragraphes précédents, qu'il est impossible de les 
exprimer linéairement à l'aide de (2m — 1)(n — 1) — 1 d'entre elles. 


Posons pour abreger: 
q = (2m — 1) (n — 1) 


Supposons que toutes les series @(z) de la 2% espece puissent s'ex- 
primer linéairement à l'aide de g— 1 d'entre elles que j'appellerai 6,, 
OL A Oe = 87-5 je vais montrer que cette hypothese est absurde. 


à 


En effet choisissons au hasard q points, 2, 2, .... 2,3 on pourra 


toujours trouver g nombres A,, 4,, .... A, tels que: 


A, 0; (21) + A2 6 (2) + OP oO Uo ORE + A, 6 (25) E— 
Ai 05 (24) + As 05 (22) SIN ER Siege + A, 0» (z,) zm 
Ay 6, 3(2) + As 0,-1(22) + PL ace ON + Ag 0,-1(2) = (1) 


et par conséquent tels que: 
(5) A1 O(z;) + As O(2) teste + Aq %z,) EX) 


Mz) désignant une série quelconque de la forme (4) $ 1 et de la 2° espèce. 

Soit p un nombre entier plus petit que 2». Je pourrai toujours 

former une fonction 6,(z) qui satisfasse aux conditions suivantes: elle 
^ 

wadmettra d'autre infini que Tes points 4 — — "i. ces infinis seront d'ordre 
Ti 
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2m —p. Dans ces conditions le point z — oc west pas un infini de notre 
fonction @,(z), c'est pour elle un zéro d'ordre y. 
Je suppose que: 


lim. 4 0,(z) = 1 pour 2 — co 
lim, 2° 129,2) — 1] = 0 pour 2 = © 


Ces conditions ne suffisent pas pour définir completement la fonction 
A(z), car si 6(z) est une série de la forme (4) $ 1 et de la 2"* espèce, 
0,(2) + O(z) y satisfera comme @,(z). Mais nous choisirons pour notre 
fonction 9,(2) une quelconque des séries de la forme (4) $ 1, qui satisfont 
aux conditions énoncées. 

Considérons une série queleonque de la forme (4) $ | et de la 
]** espéce. 


"Ai z 3. er 
no = Sin B) e ai 
v) i Tie + à; q vum 


Supposons que la partie entiere de la fonction rationnelle 


z'" H(z) 
se réduise à: 
Ph 25 Bae de JL db vod esce di feat 
on verra aisément que le point z — oo est pour la fonction theta- 
fuchsienne 
(2) d: Bo6(z) EE By fA (z) d Bsth;(z) "cue ouo! TOR CAO TOMO d Bonthn(z) 


un zéro d'ordre 2m au moins et par conséquent que cette fonction theta- 
, . . . NC 0; 
fuchsienne ne devient pas infinie pour 2= — —. 
us Ti 
Cela posé, envisageons la fonction suivante 





A 
D(z, a) = ! (yt + rt 
ad ; did + Bi 
er TE 


ya + i 
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Considérée comme fonction de 2, elle n'a d'autres infinis que les 
points 


aid + Bi 
= 
vid + 6 


c'est à dire les points correspondants de a. 
Considérée comme fonction de a, c'est une série thétafuchsienne et ' 
elle admet comme infinis: 


: 714 3, , A ecu : . 
1° Jes: points «0. 7 ti , c'est à dire les points correspondants de 2. 


ni + à 
^ 
= 0 D . . 
2° les points a= — —, c'est à dire les points correspondants de 
m I 
dt 
« — co. Ces points sont des infinis d'ordre 2m — 1. Quant au point 


a — oo lui-même, c'est pour notre serie un zero du premier ordre. 
Cherchons la partie entiere de la fonction rationnelle 


2m 





nous trouverons: 


On en conclut que la fonction thétafuchsienne: 


Az, a) = Öle, a) +2” Ola) +2” O(a) 4- ..... + osos (n) + Hos (n) 


n'admet pas comme infinis les points a = — —. 
Ti 
En conséquence elle n'aura d'autre infini que les points 


a2 + Bi 


a= ———— 
yi? + 0i 


le résidu correspondant. sera: 


a (nz se ard 


az + ß 


Soit (- 
yz +0 


) une substitution quelconque de notre groupe G, 


La fonction: 
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2m—2 a 3 
(72 + 0)" ^9 (55 «) 


sera comme (z, a) une fonction thetafuchsienne de «; elle n'admettra 
comme elle d'autre infini que les points 


dé + B 
a= TRS 
ni? + 9i 


et avec les mémes résidus; done, on pourra écrire: 


uz -F Bg 


6 (xz «2m—2 Q 
(6) 34 + Ô) S (225 E 


«) — N lee) 

Aa) désignant une fonction thetafuchsienne de a, susceptible d’etre mise 
sous la forme (4) $ | et de la 2" espèce. Posons maintenant: 

(7) x A(z) = 4,92, &) -3- QG 2) + + A, QZ, 24) 


En rapprochant les équations (5), (6) et (7) on trouve aisément l'iden- 
tité suivante: 


24-2 92d B 
4 --9 (I 
(74 + 9) as 


— 
I 
k 
zZ 
x 
— 





: : : 5 az 7 = 
qui a lieu pour toutes les substitutions (z, za ^| du groupe G. Il suit 
Hart f 
de là que A(z) peut se mettre sous la forme: 
da \1-m 
(8) L| FC, y) 
dz E 


F(r, y) désignant une fonction rationnelle de x et de y. Or la fonction 
A(z) admet q infinis distinets z,, z,, ..... z,, qui ont été choisis au hasard, 
et n'en admet pas d'autre à distance finie. On pourrait donc construire 
une fonction de la forme (S) admettant q infinis donnés et n'en admettant 
pas d'autre. Or nous avons vu au § 6 que cela était impossible. Donc 
l'hypothèse faite au début était absurde. 

On en conclut comme dans les trois paragraphes précédents: 

1° que toutes les séries de la forme (4) $ 1 et de la 2% espèce ne 
peuvent s'exprimer linéairement à l'aide de q — 1 d'entre elles. 
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2° que toute expression de la forme (2) qui n'a pas d'infinis peut 
se mettre sous la forme (4) $ 1. 

3° que toute expression de la forme (2) peut être exprimée par une 
série de la forme (4) $ 1 (pourvu que m > 1). 

4° que toute fonction fuchsienne peut être égalée d'une infinite de 
manières au quotient de deux series de la forme (4) § 1. 

Considérons la fonction: 


f la l—m 
A(z) = (=) F(x, y) 
az 


Supposons qu'elle admette une infinité d'infinis z,, z,, ..... Ae S € 
avec #les résidus A edo mye ARE Supposons de plus que l'on ait: 
A(z) = Bz + peo zu MET + D, + A, (2) 


A,(z) tendant vers une limite finie quand z croit indéfiniment. “On aura 
identiquement: 





0 > = > V A, 
(9) TENNIS + Bat \ = = 


Cette identité se démontre de deux manicres comme lidentite correspon- 
dante du § 5. 

Un cas particulier bien remarquable est celui de n — 1. 

Dans ce cas les substitutions du groupe @ se réduisent a: 


o 
D 


az +b „az + b 
C 
ez +d cz + d 





a, b, c, d étant des constantes, AK étant un nombre réel positif et plus 
grand que J, et lexposant p pouvant prendre dans les diverses substitu- 
tions toutes les valeurs entières positives ou négatives. 

Voici comment on peut former les fonctions fuchsiennes dans le cas 
qui nous occupe. Soit f(£) une fonction doublement périodique admettant 
les périodes 2iz et log K. La transcendante | 108 | sera alors 

cz +d 
une fonction fuchsienne. 
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Posons par exemple: 


2 t 7 ) 2 
æ = sn log 2 ‚y= en [log u dn | log gene 
= CENT d : “ez +d Peo td 


Les expressions de la forme 








le m 
(2) () F(x, y) 
az 
pourront s'écrire: 
f (og az + b 
(10) : Pez +d 





(az + b)" (ez + d) 


f($) désignant toujours une fonction doublement périodique. 


Ss) 


Les séries 9(z) de la forme (4) $ 1 deviendront d'autre part: 


> mi gids Sr b 
Le (x cz + i) 


2m 





(11) ; 
u; (cz + d) 


e étant Valgorithme d'une fonction rationnelle. 
Egalons les expressions (10) et (11) et faisons y: 


ab E 


ara 0b 


il viendra : 


fà = Ÿ ket Ke) 


On obtient ainsi le développement d'une fonction doublement pério- 
dique de £ suivant une série dont les termes sont des fonctions ration- 
nelles de &. Si au lieu de & on avait pris pour variable indépendante 
ENS V— 1, le premier membre serait une fonction doublement pério- 
dique de 7, et dans la série du second membre, tous les termes seraient 
des fonctions rationnelles de sin y et cosy. Nous retrouvons par une voie 
détournée un résultat auquel Jacogı est parvenu directement et d'où il a 


tiré tant de belles conséquences. 


288 H. Poincaré. 


Voyons maintenant ce que devient la formule (9) dans le cas parti- 
culier qui nous occupe. 


On a: 
A(z) = (az + b)" (ez + d)" f(&) 


f(£) étant toujours une fonction doublement périodique. 

On a d'autre part dans le second membre: 

1° un polynôme du degré h en 2; mais il est aisé de voir que dans 
le cas général, c'est à dire à moins que: 


(log 2) = (ee 


€ 
le degré h ne peut dépasser 2m — 2. On peut done le regarder comme 


un polynôme homogene de degré 2m — 2 en (az +b) et (cz +d). Si 
on le divise par (az + 5)"^' (ez + d)", il prendra la forme suivante: 


P, (€) T pre, 


$ 


désignant des polynómes de degré m — 1 en & et en ef 


"UM que l'on peut grouper de la facon 


2 — 2 


Ip 


m— 


et 


9° Un ensemble de termes Y 


m—1 


suivante; solent z,, 2,, ..... 2, les q infinis distincts de A(z) et supposons 
qu'il n'y en ait pas d'autre; soient A,, A,, ..... A, les résidus corres- 
pondants; soient £, £,,..... £, les valeurs correspondantes de & — Grou- 


A q . \ 
pons ensemble tous les termes de la forme —~*— qui correspondent à des 
Z —- 2E 


infinis qui ne sont pas distincts de z= z,. Leur somme sera: 


p 


4m 


N ce a KT E 2m 
PEE SHERI 


A LE — 

; —, LC - 
24i (c Ier E m MO CREAR o 
Comme on a d'autre part: 


(az 4: by" (ez + aye an e Deeds dr ayer 


on trouvera pour la fonction doublement périodique f(£) l'expression 
suivante 


Mémoire sur les Fonctions Fuchsiennes. 289 
DONS pee (er) Po (er) 


p=q i=+o 


EE rs 2i—1l yrmi (1—m)z 
TE N [ se Sem a \ ce a ) K e | 
— 4 5 


cK er — à e — K'e? 





p=1 i=— 


§ 9. 57€ Famille; genre 0. 


Je crois inutile de multiplier davantage les exemples. Ceux que j'ai 
étudiés jusqu'ici suffisent en effet pour faire voir comment on doit appli- 
quer les principes généraux à chaque cas particulier. 

Je veux cependant, sans traiter complétement les questions qui les 
concérnent, dire quelques mots de certaines fonctions remarquables de la 
5"* famille. 

Considérons un polygone ZA, limité de la facon suivante: Il aura 2» 
côtés de la 1° sorte et 1 côté de la 2" sorte; je suppose que ses som- 
mets soient en suivant le perimetre dans le sens positif 4,, 4, %,, ..... 
meu Glace 0 Je suppose que le ‘cote a.a,., soit de. la 27° 
sorte et les autres de la 1° sorte, de telle facon que les côtés 4,4, et 
CHIC E10, An 170,0, El GE OG S ereteerete G1» Cb Oo, on pod» tte 
et enfin a, ,«, et 4,,,0,,5, Solent conjugués et par conséquent congruents. 
Si on laisse de côté 4, et 4,:,, tous les sommets seront de la 1° caté- 
gorie et se répartiront en n cycles fermés. L'un des cycles ne comprendr: 
que le sommet 4,; les autres seront formés respectivement des sommets 
a el... 0, ebrio T Def Neo Tenn e B eor aa densortel que 
Jes angles curvilignes a, @ + Gon, % + 05,35 ...... 0a + 6,44 devront 
être des parties aliquotes de 2z. Quant aux angles 4, et 4,,,, ils seront 
forcément droits puisque les côtés de la 1° sorte 4, 14, et a,,,4,,» cou- 
pent orthogonalement le cercle fondamental, dont le côté 4,4,:, n'est 
qu'un are. Nous construirons ensuite un polygone A’, symétrique de R, 
par rapport au cercle fondamental. J’appellerai a, le sommet de ZX, 
qui est symétrique de. z, par rapport au cercle fondamental. 
est de la 5"* famille et du 
genre 0, et qu'on peut s'en servir pour définir un groupe fuchsien et 


On voit aisément que le polygone À, 
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une infinité de fonctions fuchsiennes. Celles-ci peuvent toutes s'exprimer 
rationnellement à l’aide de l'une d'entre elles que j'appellerai: 


a = fe) 


Comme on peut choisir d'une infinité de manières parmi nos fonc- 
tions fuchsiennes une d’entre elles à l’aide de laquelle toutes les autres 
s'expriment rationnellement, la fonction x = f(z) ne serait pas complete- 
ment déterminée si nous n'ajoutions quelques conditions de plus. 

Soient 3 et ; deux points du côté de la 2% sorte 2,2,,,; je supposerai 


que l'on a: 


Fan) = (any) = 0 #8) = 1 fn) = ©. 


Je poserai ensuite: 
Sa) = a; Sa) = a 
\- 
£ , 4 un arme 3 > nu - 
Le polygone À, + R’, étant symétrique par rapport au cercle fonda 
mental, on peut voir par un raisonnement analogue à celui du paragraphe 
précédent que les nombres a, et a’, sont imaginaires conjugués. 
Posons maintenant 





la fonction v satisfera à une équation différentielle de la forme (3 bis) 
$ 4 puisque le groupe fuchsien correspondant est de genre 0. Cette 
équation, comme on le voit aisément, peut s'écrire: 


: d'v  . P(x) 
(8 bis) FED = AUDE 

Q(x) étant le produit (r — a,)(x—a,)(x—a)(x—a,).....3:. 
(© — a, ,) (r — a', ,) et P(x) étant un polynôme de degré 4» — 4 en x, 
ayant tous ses coëfficients réels. 
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$ 10. Resume. 


En étudiant les exemples précédents, j'ai rencontré différents résultats 
qui sont communs à toutes les fonctions fuchsiennes. Je ne crois pas 
utile d'en donner la démonstration. dans le cas le plus général; car elle 
ne différerait pas de celles que nous avons données dans les divers cas 
particuliers et je serais entrainé à des redites sans interét. Je me bornerai 
done à les énoncer ici sous forme de résumé. 

Formons avec une fonction rationnelle quelconque H(z) la série 
thetafuchsienne 


NS aig + Pi » $X—2m — 
y A B zr a je +" = Oe, Ha) 


Cette série pourra toujours se mettre sous la forme 


F(x, y) désignant une fonction rationnelle de ces deux fonctions fuchsiennes 
r et y, à laide desquelles toutes les autres s'expriment rationnellement et 
entre lesquelles il y a une relation algébrique: 


(3) de, y) = 0 


Pour qu'une expression de la forme (2) puisse se mettre sous la 
forme (1), il faut qu'elle s'annule quand z vient en un des sommets de 
la 2° catégorie du polygone R,. 

A cette condition, toute expression de la forme (2) peut se mettre sous 
la forme (1) pourvu que m soit un entier plus grand que 1. 

Il en résulte que toute fonction fuchsienne peut se mettre d'une 
infinite de maniéres sous la forme du quotient de deux séries telles 
que (1). 

Les séries de la forme (1) sont de deux especes: celles qui ont des 

infinis et celles qui n'en ont pas. Ces dernières peuvent s'exprimer linéaire- 
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ment à l'aide d'un nombre fini d'entre elles. Il y a done entre les séries 

thétafuchsiennes de la 2"* espèce une infinité de relations linéaires. 
Voici une de ces relations qui peut servir de point de départ pour 

trouver, sinon toutes les autres, au moins un grand nombre d'entre elles. 


= 42 + if hye 
Soit (s =) une substitution quelconque du groupe G. On aura 
72 0 


identiquement: 





Considérons maintenant une fonction de la forme suivante: 


la l—m 
A@) — (=) I(x, y) 
dz : 


F(x, y) designant toujours une fonction rationnelle et m un entier plus 
grand que 1. Je suppose de plus que cette fonction s'annule quand z 


vient en un des sommets de la 2"° categorie de R,. 
Soit q le nombre des infinis distincts de A(z); solent z,, z,, ..... CA 
ces infinis distincts; A, A,, se. A, les résidus correspondants; soit e(2) 


une fonction rationnelle. quelconque de z n'ayant pas d'infini à l'intérieur 
du cercle fondamental. 
On aura identiquement : 


il j, 
M i Aug 2255) 





fik jr 0i S\—21 

(4) A(z)e(z) = NS (ex rt) 
JA d + pi 
SS pe a Sema MN 
"RE + 0; 


si les fonctions fuchsiennes n'existent qu'à l'intérieur du cercle fonda- 
mental, et 


k=qi=o 
. / E 9 2m 
(4 big a) es iy Mundi: cine pay min pui 
PE EY dire + Pi 
SUS) > See 
pick + 9i 
(P(z) étant un polynôme entier en 2) si les fonctions fuchsiennes existent 


dans tout le plam. 
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Il eu résulte que toute fonction fuchsienne peut d'une infinite de 
manieres se mettre sous la forme du quotient de deux series telles que 


(4) ou (4 bis). 


S 11. Historique. 2 


Si on laisse de côté les fonctions doublement périodiques, les premieres 
fonctions fuchsiennes qui aient été signalées sont les fonctions modulaires. 
Elles se présentaient pour ainsi dire d'elles-mêmes dans l'étude des tran- 
scendantes elliptiques, et leurs propriétés principales, en particulier celles 
d'être uniformes et d'admettre une ligne singulière essentielle, ont été 
remarquées depuis longtemps. D'ailleurs les travaux dont elles ont ete 
lobjet et les résultats remarquables obtenus dans ces derniers temps par 
MM. HrnwrrE, Depextxp, Fucus et KLEIN sont trop connus pour que j'aie 
besoin d'insister. 

Mais il est une autre catégorie de fonctions fuchsiennes dont l'exi- 
stence a été signalée des 1872. Ce sont celles auxquelles donne naissance 
l'équation hypergéométrique de Gauss; ces fonctions ne sont qu'un cas 
partieulier de celles que nous avons étudiées dans le $ 5 et on les obtient 
quand le polygone À, considéré dans ce paragraphe est symétrique et se 
réduit à un quadrilatere. 

Dans un mémoire inséré au Tome 75 du Journal de Borchardt, 
M. Schwarz annonce sans démonstration que ces fonctions sont uniformes 
et admettent un cerele comme ligne singulière essentielle. C'était du 
méme coup annoncer la discontinuité du groupe correspondant, comme je 
l'ai déjà fait remarquer dans l'historique du mémoire sur les groupes 
fuchsiens. Malheureusement, détourné de ce sujet par d'autres études, 
M. Scuwarz s'est borné aux quelques lignes qu'il avait consacrées à ces 
transcendantes et n'a pas poussé plus loin ses recherches. 

Dans un autre ordre d'idées, M. Scuwarz avait obtenu d'autres ré- 
sultats qui se rapportent indirectement à notre sujet. Dans divers mé- 
moires insérés aux Tomes 70 et 74 du Journal de Dorchardt et aux 
Monatsberichte de l'Académie de Berlin, M. Schwarz a démontré d'une 
manière rigoureuse le principe dit de DrucurgT et la possibilité de 1 4b- 
bildung du cercle sur une figure plane quelconque et en particulier sur 
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un polygone limité par des arcs de cercle. S'il avait connu les condi- 
tions de discontinuite des groupes, il aurait pu étre conduit ainsi à 
démontrer l'existence des fonctions fuchsiennes dans le cas particulier ou 
le polygone A, est symétrique. 

J'aurais done pu me servir de ces résultats, mais j'ai préféré suivre 
une autre voie: 

1° parce que je n'aurais pu démontrer ainsi l'existence des fonctions 
fuchsiennes dans le cas, où le polygone R, n'est pas symétrique. 

2° parce que les développements en séries dont j'ai fait usage me 
donnaient non seulement la démonstration de l'existence de la fonction, 


mais son expression analytique. 


Paris 23 Octobre 1882. 


NOTE SUR LES INTEGRALES EULÉRIENNES. 


Extrait d'une lettre adressée à M. Ch. Hermite 
PAR 


L. BOURGUET 
à PARIS. 


On a d’après M. Herne: 


1 a—lez 


2 edz 





I(a) = 


2i sin ax 


L'intégration étant faite le long d'un contour qui contient l'origine 
et qui s'étend indéfiniment vers les x négatifs, le contour pouvant ne pas 
être fermé. Prenons pour contour deux droites inclinées d'un angle 4 
passant par l'origine et un petit cercle autour de l'origine. L'intégrale 
le long du petit cercle est nulle pour « ayant une partie réelle comprise 
entre 0 et 1. L'intégration le long des deux droites donne 





1 2 : : 
I(a) = — pe sin (p sin « + aa)do 
sin az 
e 
0 


qui peut aussi se mettre sous la forme 





1 o— pcota . \ 
I(a) = — - zl 12 Lg? 4 sim (p + aa)dp 
sin az (sin a) 


t 
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Cette formule est vraie pour toute valeur de a2” 


bo) 


Si on fait à = 52 elle devient 


o 


> 1 a—1l . az 2 
I(a) = as [^ sin (^ ee: 


0 


si on fait à — En elle devient 


fes (v2)° a—1l —p .- 3ar 
Do) ane ODA (- + ESL. 


si on fait « = z, elle devient 





iG em fee a. 
D 





SUR UNE CLASSE DE GROUPES DISCONTINUS DE 
SUBSTITUTIONS LINEAIRES ET SUR LES FONCTIONS 
DE DEUX VARIABLES INDEPENDANTES RESTANT 
INVARIABLES PAR CES SUBSTITUTIONS 


EMILE PICARD 


a PARIS. 


La théorie des fonctions elliptiques a donné le premier exemple 
d'une fonction uniforme d'une variable ne changeant pas pour un groupe 
d'une infinité de substitutions linéaires non permutables faites sur cette 
variable: je veux parler de la fonction modulaire, c'est à dire du module 
considéré comme fonction du rapport des périodes, fonction étudiée, comme 
on sait, pour la premiere fois par M. HrnurrE; des fonctions d'une variable 
se reproduisant pour un groupe d'une infinité de substitutions linéaires, 
ont été depuis l'objet de divers travaux, et, dans des recherches récentes, 
M. Poincaré a traité cette question dans toute sa généralité, en dévelop- 
pant son admirable théorie des fonctions fuchsiennes. 

Je me suis depuis longtemps proposé le probléme dé la recherche 
de fonctions de deux variables indépendantes qui puissent étre considérées 
comme les analogues des fonctions elliptiques modulaires. On reconnait 
facilement que la théorie des fonctions abéliennes n'est pas susceptible, 
d'une manière générale, de conduire à des fonctions de plusieurs variables 
entiérement analogues aux fonctions modulaires. Prend-on, par exemple, 
les fonctions abéliennes du premier genre: elles conduisent à un systéme 
de trois modules, fonctions de trois variables indépendantes, dont les 
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propriétés ont été étudiées par M. Herurre dans ses belles recherches sur 
la transformation des fonctions abéliennes (Comptes Rendus, 1855). Ces 
fonctions se reproduisent bien pour un groupe d’une infinité de substitu- 
tions faites sur les variables; mais ici ces substitutions ne sont plus 
linéaires. Ainsi donc, laissant nécessairement de deux côtés le cas de 
deux variables, on passe immédiatement à des fonctions de trois variables, 
et la forme linéaire des substitutions a disparu: C'est en étudiant un 
cas particulier des fonctions abéliennes du second genre (correspondant à 
p—3) que j'ai trouvé l'extension cherchee. L'étude du groupe discontinu 
particulier correspondant à ces nouvelles fonctions m’a conduit à une 
classe étendue de groupes linéaires discontinus pour le cas de deux 
variables; c'est à l'étude de ces groupes qu'est consacrée cette première 
étude où je montre aussi qu'il existe des fonctions de deux variables que 
les substitutions de ces groupes laissent invariables. Dans un autre 
travail je reviendrai particulièrement sur les fonctions de deux variables 
analogues aux fonctions modulaires; j'espère pouvoir montrer ensuite que 
tous ces résultats sont encore susceptibles de généralisations fort étendues, 
et indiquer l'intérêt que peut présenter la considération des fonctions de 
cette nature tant pour la théorie des fonctions algébriques de deux 
variables indépendantes que pour l'étude des équations linéaires simul- 
tanées aux dérivées partielles. 

1. Dans un de ses mémoires sur les formes quadratiques, M. Hermire 
a étendu la théorie des formes quadratiques binaires, en étudiant les 
expressions 

age, + bay, + boxy + cyy, 

les variables x et y sont des quantités complexes dont x, et y, représen- 
tent les conjuguées; les coëfficients extrêmes a et c sont réels et les 
coëfficients 0 et b, sont des quantités imaginaires conjuguées. 

Nous allons considérer ici une forme quadratique ternaire analogue: 


Fe, Ys 2, ms Yo, %) = ae, + ayy, + a 22, + bye, + by + bzw, + Vera + ey, +0" ey 
les coëfficients a, a’, a" étant réels et les autres coëfficients étant deux 
, , 


à deux conjugués. 
Effectuons sur les variables x, y, z la substitution linéaire 


€————— — —— 
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x = aX + BY + 74 
y=adX+ßY+ r4 
z=aX+PY+7rZ 
en effectuant en méme temps sur z,, %, % la substitution aux coöfficients 


conjugues 
Fo a, X, ar fes Ar Yo 


y, = aX, + B,Y, + T 620 
a =a" X, + FX + 7% 
on voit de suite que cette substitution conduit à une transformée de 
forme toute semblable: 
AXX, + A'YY, + A"ZZ, + BYZ, + BLY,Z+ B'ZX, + B Z,X  B'XY, + B',X,Y 


De plus si on pose: 


ip mg 
Gd. 

^ n , 

die Ub À b 
b b a 


et soit À la transformée de 9 quand on y remplace les petites lettres par 


les grandes on aura: 


Par conséquent l'expression 4 jouera ici le róle d'invariant. 
La forme f peut étre mise sous une forme particulière. Posons en 


effet 
ax + ba d bz -—w 


(aa — Wb )y + (ab, — by» = v 
4 = W 
On aura, comme on le reconnait immédiatement 


1 


(1) f, Y, 2, Los Yon 2) = a(aa == bb.) (vv, zh (aa = b"b" wu, a ad. ww] 
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Nous supposons, bien entendu, que a et aa — bb, ne sont pas nuls. 
Les divers coöfficients a, aa’ — b’b’, et à sont réels. Cette formule, dans 
le cas où les coëfficients et les variables sont réels, donne évidemment la 
décomposition de la forme quadratique en une somme de carrés. Cette 
décomposition de la forme f en une somme de termes de la forme sum, 
peut toujours se faire d'ailleurs quand l'invariant 9 n'est pas nul et cela 
de telle manière que w, v et w sont linéairement indépendants; c'est un 
point entièrement élémentaire sur lequel nous n'insisterons pas et nous 


garderons la forme précédente en supposant que a et aa’ — b"b", ne 


0 
sont pas nuls. 

Si aa’ — DU", et a.0 sont positifs, la quantité entre parenthèses sera 
une somme de quantités positives et la forme f aura par suite un signe 
invariable: elle sera définie. Dans tous les autres cas la forme sera 
indéfinie c'est à dire qu'elle sera susceptible de changer de signe. 

2. Nous allons supposer maintenant que les coöfficients de la 
forme f sont des nombres entiers; les coëfficients a, a’, a” seront néces- 
sairement des entiers réels, quant aux coëfficients 5, b’, 0" ce sont des 


entiers complexes formés soit avec les racines de l'équation 4° + ] = 0, 
soit avec celles de l'équation a? + « + 1 — 0, c'est à dire les racines 


cubiques imaginaires de l'unité, soit d'une maniére plus générale avec les 
racines de l'équation du second degré: 


Ja’ + pa + y = 0 
où À, p et » sont des entiers réels pour lesquels on a: 
m — A <0 
Supposons qu'une substitution: 
vx = aX + BY + 7Z 
(2) y=aX+ßY+ryZ 
ak + BY TA 


à coëfficients entiers de la même nature que 5, 5' et 6” transforme en 
elle-même la forme f; on en déduit immédiatement une substitution pour 
u, v, w qui transforme en elle-même la forme: 


vu, + luu, + adww, (en posant | = aa’ — bb") 
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Il suffit pour l'obtenir d'ajoindre aux équations (2) le systeme: 


w — ax + by + bz U = aX + U,Y + VZ 
(3) v = (aa — b’b",)y + (ab, — b'b^yz V = (aa — b"b"^)Y + (ab, — b'b")Z 
wz WZ2Z 


Les équations (2) et (3) permettent d’exprimer w, v et w linéairement en 
U, V et W. Il importe d'examiner quelle sera la nature des coefficients 
de cette substitution; ce ne seront plus des entiers, mais en remarquant 
que le déterminant de la substitution (2) doit nécessairement avoir l'unité 
pour module, nous voyons que u, v et w s'exprimeront en fonction 
linéaire de X, Y et Z les coëfficients étant entiers. D'ailleurs si on 
exprime X, Y et Z en fonction de U, V et W les coëfficients seront des 
nombres fractionnaires dont le dénominateur sera un diviseur de al. 
Nous avons done une substitution: 


u=MU+PV+RW, 
(4) v= MU+ P,V + R,W, 
w = MU + P,V + R,W, 


les coéfficients étant des fractions dont le dénominateur divise al. 
3. Ecrivons d'une manière générale la forme en w, v et w de la 


maniere suivante: 
auu, + Bvv, + yww, 


où a, ff et 7 sont des entiers réels dont aucun n'est nul. Les substitu- 
tions (4) transformant cette expression en elle-même, on aura les relations: 


22 


oM,p, + BMp, + TM, = a 

aP.z, + BP7, + yP.m — B 

(5) ap, + BE,p, + Re, = 7 
aP,p, + BP, + Flu, = 0 

aM,p, + PM,p, + rMp, = 0 


wi 


aPıp, + BP.e, rep; = 0 


11 


où les lettres grecques désignent les conjuguées des grandes lettres cor- 
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respondantes. En tenant compte des relations (5) les équations (4) se 
résolvent immédiatement par rapport à U, V et W; on trouve ainsi 

Ua = apu + fev + zw 

IE = anu f mv--ymw 


Woe = ap, + fp,v + yp,w 


et l'on tire de là que le système (5) est entièrement équivalent au suivant: 





Mu Pr ip Ml 
+ 

















1*5 qiue ri 
a Pg d bm 
Migs ain Ro 9 
a ia Pg 2 7i e P 
Miu, + Pi, + R,p, = 1 
3 2 B T r 
e M. Dp R 
Ha 172 HO ENT 
a À B ^ 7: 
iy M, T Pis 4 R,p, = 
a Bg Y 
n, M, pou Rp, 
= + = + - —r() 
a B 7 


Ceci posé, supposons d'abord que a, 9 et 7 soient de méme signe 

E » 227 7i > , 

par exemple positifs On déduit de la forme des trois premières équa- 
tions (6) que les substitutions sont en nombre limité, puisque les 


M, P, R sont de la forme ap E étant entier. Par conséquent il n'y 
at 


| . m oe SN ACT 2 ; 
a pour une forme quadratique définie f(r, y, 2, æ,, 9, z,) qu'un nombre 
limité de substitutions à coëfficients entiers, la transformant en elle-méme. 

4. Passons au cas où la forme est indéfinie, c'est à dire où a, ß 
et r ne sont pas de méme signe, soit 





a > 0 B> 0 r=—9 <0. 


Il y a dans ce cas une infinité de substitutions A coéfficients entiers 
transformant en elle-même la forme f. Je me propose d'établir la pro- | 
position suivante. 
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Considérons le groupe des substitutions 








chen M,v + Py + Rk, Ye Mix + P,y + R, 
3 M,« ar Py gl Be = M,x an Poy A R, 


P. 


effectuées sur les deux variables x et y; je dis que ce groupe sera discontinu 
pour tout systeme de valeurs x et y telles que 


a(z* + a) + Ey + y) —g <0 


D 


en posant «= 2 + 4x" eb y — y + y. 


Remarquons d'abord qu'en faisant sur w, v, w la substitution 


U=Mu+Pv+Rw 
V = Mu + P,v + Rw 
W = Mu + P,v + R,w 
on aura: 
aUU, + BVV, — WW, — auu, + Bvv, — yww, 
et par suite 


1 
s mod'(M,z + P,y 4- H,) 





«(X^ + X) + BY? + Y7)—g [a(a’® + 77) + Ay? + y" *) — 9] 
en posant, bien entendu, X — X + iX” et Y= Y' + iY". 

Il en résulte que si le systeme z, y est à l’intérieur du domaine 
défini par l'inégalité 


ae? + 27) + AY + yy) <g 


il en sera de méme du système des variables transformées X et Y. 

Observons maintenant qu'il ne peut y avoir qu'un nombre fini de 
substitutions du groupe pour lesquelles le module de R, soit moindre 
qu'une quantité donnée K; c'est ce qui résulte des équations (5) et (6). 
L'équation: 





Mg, | Pr PT 1 
xis ES = 
a B g g 


par exemple, montre que les modules de M, et P, seront limitées en 
fonction de K et les trois premiéres équations (5) apprennent successive- 


eth MCE. Done 


ment qu'il en est de même pour M, P,, R, 
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d'après leur forme, les quantités M, P, R ne peuvent avoir qu'un nombre 
limité de valeurs. 

Montrons enfin, et c'est le point essentiel dans notre démonstration, 
que quand le module de À, grandit indéfiniment 


mod (M,x + P,y + R,) 
grandit lui-même indéfiniment. On a en effet: 
mod (M,x + P,y + R,) > mod R, — mod (M,z) — mod (P,y) 


le second membre de cette inégalité étant, comme nous allons voir, positif. 
Nous l'éerirons sous la forme: 


mod’ R, — [mod (M,z) + mod (P,y)|° 
mod À, + mod (M,z) + mod (P,y) 








mod? M mod’ P 
ou en remplacant mod? À, par sa valeur 1 7 (= 3 3 
j 3 g a 


B 


1+ (! — mod’ + mod: M, + ({- mod’ y oor P, — 2modz-mody-mod M, mod P, 
: % í 





mod À, + mod x - mod M, + mod y: mod P, 


Or le numérateur, abstraction faite de l'unité, est un polynome homogene 
en mod M, et mod P,; on vérifie aisément qu'il est essentiellement positif, 
le diserimmant est en effet: 


mod’ # : mod’ y — (2 — mod’ :) (3- mod’ i) 


a | 


ou 


et on voit qu'il est négatif puisque, par hypothese: 
ala’? + x?) + Ay? + y") e 


d'autre part le coëfficient de mod’ M, 
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sera certainement positif d’après l'inégalité précédente. Eerivons mainte- 
nant la limite inférieure de mod (M,x + P,y + R,) sous la forme 


A d° 2 À 2p 2 1 
(2— moat) ei 4s fy ar id mod* JE Py — 2 mod x mod y mod dieu E 1 
mod R,. 














a mod’ R, B mod’ R, mod A, modR, mod’ R, 
mod M, mod P, 
1 + mod x Rn + mody. mode: 





mod M, t mod P, 
mod H, ^ mod RH, 
restent, quand A, augmente indéfiniment, toujours moindres qu'une ex- 


D'aprés ce qui vient d'étre dit et en remarquant que 


pression facile à déterminer puisque 


L.mod Ma Lrmodg? ass le. «eo! 
a mod? À, ff mod’R, g  gmod'R, 


3 





on voit qu'on pourra fixer un nombre positif 4 dépendant uniquement de 
v,' y, 9, a et A, auquel le coefficient de mod À, sera constamment supérieur, 


et on aura alors 
mod (M, + P,y + R,) > A: mod R, 


et il est donc bien établi que, quand mod À, augmente indéfiniment, il 
en sera de méme de mod (M,x + P,y + R,). 


5. Ces remarques faites, la démonstration va s'achever bien aisément. 
Reprenons en effet l'égalité précédemment établie: 


—«(X* +X") — KY* + ¥") +9 = 


e 1 A T P ander 
Tod" ie LB ll ete) 


où les deux membres sont positifs; on aura, d'apres l'inégalité ci-dessus 
écrite: 
1 


mod’ R, 4° 


3 


SOO EX D SY CEU ES [— «(x* + 27) — B" + y") + gl 
On en conclut que le groupe est discontinu; car on aurait dans le 
cas contraire une substitution 


X Mx + Pyy + R, . Mya+ Py + R, 


~ Me + Pry + B, ~ Me + Py + R, 


pour laquelle X et Y différeraient respectivement d’aussi peu que l'on 
voudrait de r et y et pour laquelle ou aurait par conséquent: 
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AXE + X) — AV 4. Y?) +g — (1 + ale? + 2) — Aly? + y") +l 


= étant une quantité réelle dont la valeur absolue est moindre qu'un 


= 


nombre positif x donné à l'avance aussi petit que l'on voudra: par suite 


1 1 


mod’R, 4° 


1+9)< 


done 


mod’R, < : = 2 = 
Ieee ET 





mais le nombre des substitutions pour lesquelles le carré du module de 


: 1 1 : . ne 
R, est moindre que 1——7: 4s est fini, d'aprés une remarque faite précé- 
4 


demment, et on ne peut évidemment pas alors trouver parmi elles des 
substitutions pour lesquelles X et Y différent de x et y d'auss peu que 
l'on voudra. 

On voit d'ailleurs que, pour la suite des systèmes de valeurs X et Y, 
quand on effectue sur x et sur y toutes les substitutions du groupe, l'ex- 
pression positive 

INNERE) 


tend vers zéro, puisque mod À, grandit sans limite. 
Il est clair que l'analyse précédente ne subsiste pas, si le système 
r, y est en dehors du domaine défini par l'inégalité: 


az” + 27) + | y") — g < 0. 


Dans ce cas chaque substitution du groupe ne donne plus nécessairement 
pour X et Y une valeur déterminée. Prenons en effet la substitution 


ENTE R, ; _ Me+Py+R, 


X — Me + P,y + R,’ — M,e + Pyy + R, 








Supposons que le systeme x, y satisfasse aux deux équations 


Mx + Pyy + R, =0 
Mz + P,y +R, =0 


on voit que Y aura une valeur infinie et que X sera indeterminee. 
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Cette circonstance ne peut pas se présenter quand (x, y) est à l'intérieur 
du domaine précédemment défini, parce que dagis ce cas 


mod (M,x + P,y + R,) > A-mod R, 


et par suite mod (M,x + P,y + R,) n'est jamais nul. 
6. Dans le groupe des substitutions a coëfficients entiers, trans- 


formant en elle-même une forme f(x, y, 2, x,, Yor 2); on peut considérer 


"T 
un sous-groupe particuliérement intéressant. L’invariant de la forme se 


reproduisant multiplié par le carré du module du déterminant de la sub- 
stitution, ce module doit étre égal à l'unité; le sous-groupe que j'ai en 
vue est celui pour lequel le déterminant lui-méme est égal à l'unité. 
C'est toujours de celui-là qu'il sera question dans la suite, quand nous 
parlerons du groupe des substitutions transformant la forme en elle-méme. 

7. Arrétons-nous un instant sur un cas particulier. Nous prenons 


la forme 
UL, xl yy, — 22% 


et nous considérons le groupe des substitutions à coefficients entiers de 
la forme a+ bi (où a et D sont des entiers réels) transformant cette 
forme en elle-même. Soit 

zc MP Y LEUR 

y = M,X 4 P,Y 4 RZ 

DURUM CRIT ENT 


les relations du paragraphe (3) deviennent 


Bee 
+ Pr, — Pr, =1 
hoc Ep. UM 
Phessphac pk 0 
M,p, + M,p, — M,p, = 0 
Hio pM p. gb 0 


systeme qui est équivalent au suivant: 
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Mois pig 
Mu, + Pz, — Rip, = 1 
Mur E Pr pe 
” IM 3B e 
pM, + z,P, — R,p, = 0 
LM, + z,P, — Rp; = 0 
Nous allons encore remplacer ce systeme par un autre; remarquons 
à cet effet que les équations. 
p, M, + zP, — Ryo, — 0 
p,M, + 7,P, — Rp, — 0 
donnent 


Pa = Ty = = Pa 
PNR CPR NE ER MER ME MP REP 





designons par s la valeur commune de ces rapports; en substituant ces 
valeurs dans la seconde des équations (e), on a: 


s[M,(P,R, — P,R,) + P,(M,R, — RM.) + R(M,P, — MP.) — 1 


or le coëfficient de s est le déterminant de la substitution, il est done 
égal à +1 ou +i. Ne considérons que le sous-groupe pour lequel ce 
déterminant est égal à l'unité: on aura alors s — 1. 
Ainsi 
p, Plates 


E 
|| 


MR, — MR, 


3 
Il 


M,P, — MP, 
auquel il faut adjoindre: 
My, Per, — Rio, — 1 
Mu, + Pn — Rp, = — 1 
pM, + 7P, — Ro, — 0 


et de ce systeme de six équations on peut d'ailleurs facilement déduire 
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le systeme des équations (s) On a en effet d'apres les trois derniéres 
équations: i 
— Ah, + Pn, Rp lp, Pan, H,p,) + (uM, +7 P,— Hp, Mp, + Pyz,—p,R,)=1 
ce qui peut s’écrire: 

WR, P, R.,(z,0,— 7,0,) - (M, R,—M, FR), PsP: eur il PTT) = 1 


ou enfin 
Mp, st I Fe R,p, = 1. 


Quant aux autres équations (s) on voit de suite qu'elles sont vérifiées. 
Avec cette nouvelle forme, le groupe se trouve donné par les valeurs de 


At p Ro MS PER 
vérifiant les équations 

Mp, + P,z,— Rp, =1 

Ne Pin Ro 1 

u,M, + 72,P, — Rp, =0 


A toute solution de ces équations correspondront des valeurs entiéres 
de M,, P, et R,. Je reviendrai dans un autre travail sur le groupe 
precedent. 

S. Reprenant maintenant le cas general, je veux montrer que Ton 
peut former des fonctions uniformes des deux variables x et y, définies pour 
tous les systèmes de valeurs x et y du domaine D déjà considéré, domaine 
défini par l'inégalité 


are) + Ag? + y") —g <0 


et qui se reproduisent pour toutes les substitutions du groupe (M, P, R) 
c'est à dire quand on remplace x et y par 


Me c Pg d RE, 


x Mia + Pry + R, 
= Me + Py + RB,’ 


5 | Me FPy+R, 


Y 








Comme je l'ai dit plus haut (paragr. 6), je considere le groupe des sub- 
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stitutions pour lequel le déterminant de la substitution est égal à l’unité; 
nous avons donc ici 


M, uP SR. 
M, P, R\=1 
M, P, R, 


J'envisage le déterminant fonctionnel de X et Y, soit D(X, Y); nous 
allons étudier la série dont le terme général est: 


[mod D(X, Y) 
la sommation étant étendue à toutes les substitutions du groupe; et nous 
prouverons qu'à partir d'une valeur convenable de l'entier m, la série est 


convergente. Calculons d'abord ce déterminant fonctionnel, on trouve 


de suite: 
ox Oe ORT, 1 


Nous avons done a considérer la serie: 


1 
mod (M,z + P,y + R,)” 





Pour demontrer la convergence de cette serie, nous emploierons deux 
méthodes distinctes, l’une particulière à la nature spéciale des groupes 
que nous venons d'étudier, l’autre beaucoup plus générale et applicable 
à tout groupe discontinu, moyennant seulement quelques hypothéses sur 
la nature de ce groupe. 

9. Pour plus de simplicité, supposons que le groupe considéré soit 
le groupe des substitutions à coëfficients entiers de la forme a + bi, 
transformant en elle-méme la forme: 


auu, + vv, — gww, 


le même raisonnement, avec quelques légères modifications seulement, 
serait applicable au cas général précédemment étudié. 

Nous avons établi (paragr. 4) que pour un systeme de valeurs x, y 
situé à l'intérieur du domaine D, on a: 


mod (M, + Py+R)>4A-modk, 


Sur une classe de groupes discontinus de substitutions linéaires ete. 311 


A étant une constante dépendant seulement de x, y et a, f et y, mais 
nullement des M, P, R. 


Pour une valeur donnée a R,, il ne peut y avoir qu'un nombre 


3) 
limite de substitutions appartenant au groupe (paragr. 4); cherchons une 
limite supérieure de ce nombre. Remarquons d'abord qu'il résulte des 
équations (5).et (6) (paragr. 3) qu'à une valeur donnée de R,, M,, P,, T, R, 
ne peut correspondre qu'une seule substitution. Nous avons donc seule- 
ment à chercher, pour une valeur donnée de R,, le nombre maximum 
de valeurs possibles pour le système des quatre quantités M,, P,, R, et R,. 


Il nous suffira de considérer les équations: 





M, Py R,p, 1 
Se ln 

a 8 g g 
aR,p, zi BR,p, Ze gF,p, = 59 


Soit R, = a + bi et posons 


R,=m+in, R=p+Wü 


1 20 


^. 
4 


La seconde équation s’écrira: 
alm? + nt) + Xp’ + q*) = da’ +b? — 1) 


m et n seront certainement moindres que V: (a? + b*) et p sera moindre 
a 





que J (a? + b); done le nombre de systèmes de valeurs possibles pour 
| 3 + b?); I 


R, et R, sera moindre que 
(a? + bó. N 


N étant une constante purement numérique, dépendant seulement de a, £g 
et g, qu'il est inutile de fixer. Tout pareillement le nombre de systèmes 


de valeurs possibles pour M, et P, sera moindre que 


(a? + b*). N, 


done pour la valeur A, = a + bi, une limite supérieure du nombre de 
substitutions entiére possible dans le groupe, sera: 


N - N,(a? 4.95? 


Revenons maintenant à la série dont le terme général est 
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1 
mod (M,« + P,y + R,)*" 





il pourra y avoir un certain nombre de termes pour lesquels A, aura la 
méme valeur, mais ce nombre sera moindre que N*(a? + 0°)’, 
On a d'autre part 


1 1 1 
mod le + P,y +R)" ^ A (mod R,)™ 





donc la somme des. termes pour lesquels R, a la méme valeur, sera 


moindre que 
NN, (a? + $5? 


3» 3m 


i (a? + b*)* 
la serie tout entiere sera done moindre que le produit de = par la 
serie dont le terme general est: 

(a? + b?)° 

(a? + DE 


2 


ou a et b recoivent toutes les valeurs entières possibles, à l'exception de 
a — 0, b— 0. Or on voit facilement que pour toute valeur de m, égale 
ou supérieure à 3 cette derniére série converge. Dans le cas de m — 3, 


son terme général est en effet: 
1 


(a? + b? 
Faisant varier a et b depuis l'unité jusqu'a l'infini, nous prouverons 
la convergence de cette série en montrant que l'intégrale double 


x oo 


da db 
(a? + 09} 


1 1 


a un sens déterminé. Or cette intégrale peut s'écrire 


da dt GÀ. 4 . da dt 
qui est moindre que 








expression dont la valeur est parfaitement déterminée. 
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Nous avons done établi que la série 


1 
mod (Myx + Py + mu 





étendue à toutes les substitutions du groupe est convergente si m est égal 
ou supérieur à trois. Notre seconde démonstration nous permettra de 
volr que ce résultat subsiste quand on a m — 2. 

10. Avant d'exposer cette seconde démonstration, voyons de suite 
le parti que l'on peut tirer du résultat précédent pour obtenir des fonc- 
tions restant invariables pour toutes les substitutions du groupe. Soit 
R(x, y) une fonction rationnelle de x et y restant uniforme et continue 
pour tous les points à l'intérieur ou sur la limite du domaine D 


ale? + a?) + By? +y)—9 <0 


Tout polynome entier satisfait naturellement à cette condition; comme 
exemple d'une fonction qui ne soit pas entière citons 


ae 


a —$—3 





5 Co she 7. v6 j 4 
a etant une quantité positive supérieure à KE ay 





ag 
Formons alors la série 
8 Ne Ma+Py+R, Mr + P,y + R, 21 
" A Me + Puy +R,’ Masa Puy + R,) (Mae + Py + Ey" 


qui est étendue à toutes les substitutions du groupe. Puisque nous 
avons établi que la série de terme général 


1 
mod (M,z + P,y + R,)™ 


etait convergente; il s’ensuit que la serie des modules des termes de la 
série (x) est convergente. Nous formons done ainsi une fonction de x 
et y uniforme et continue pour tout système de valeurs (x, y) à l'intérieur 
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du domaine D; soit P(r, y) cette fonction. Il est facile de voir ce que 
devient cette fonction quand on fait sur (x, y) une substitution du groupe; 
chaque terme de la nouvelle série devient égal à un terme de la premiere, 
multiplié par le dénominateur des formules de substitution, élevé à la 
puissance 3m. 

On a done, pour toute substitution (M, P, R) 





E +Py+R Mz+P,y +R, 


= (M2 ms P(x j 
Me + Py + R,” Me + Py + al (M,v + P,y + R,) P(x, y) 


Ces fonctions sont, comme on le voit, les analogues des fonctions d’une 


variable, appelées thétafuchsiennes par M. Porxcaré et qui jouent un rôle 
si important dans sa théorie des fonctions fuchsiennes. 

11. Ce résultat serait illusoire si la fonction P(x, y) était identi- 
quement nulle: c’est un point qui parait peu vraisembable, vu surtout 
le degré de généralité de la fonction rationnelle //; mais pour plus de 
sûreté montrons en toute rigueur, que ce résultat ne peut se présenter, 
quelle que soit la fonction rationnelle À, au moins à partir d'une valeur 
suffisamment erande de l'entier m. Nous raisonnerons encore, pour plus 
de simplicité, sur le groupe des substitutions (paragr. 9) à coëfficients 
entiers transformant en elle-méme la forme 


auu, + vv, — yww, 
et il nous suffira de constater que la série: 


1 
Z4 (Mix + P,y + Ry 


au moins pour certaines valeurs de m, n'est pas nulle pour z = 0, y = 0. 
Or il y a un nombre limité N de substitutions pour lesquelles on a 
R,= +1 ou -i, et en prenant m= 4n, la part provenant de ces termes 
sera évidemment N. Pour tous les autres termes le module de R, sera 
supérieur à l'unité; chaque terme sera trés-petit si » est suffisamment 
grand et par conséquent leur somme, puisque nous savons que la série 
est convergente; la série différera done peu de N et par conséquent ne 
sera pas nulle. Nous sommes donc assuré que la série précédente ne 


— 
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peut pas toujours être identiquement nulle, et alors il en est évidemment 
de méme de la serie (x) précédemment formée. 

12. La connaissance des fonctions P(x, y) conduit immédiatement 
a la formation de fonctions se reproduisant pour toutes les substitutions 
du groupe. Prend on en effet deux fonctions P(r, y) et Q(x, y) corre- 
spondant a la méme valeur de m; on a, en posant 


_ P(e, y) 


Fe, y) = Q(x, y) 





(Gs te Py dE Q, M, at Py zs 2) = F(x y) 
Ma + Py+Q,’ Max + P,y + Q, PA 


Il existe donc des fonctions uniformes des deux variables indépendantes 
x et y, définies dans le domaine D et se reproduisant quand on effectue. sur 
x et y toutes les substitutions du groupe (M, P, R). 

13. J'arrive maintenant à la seconde démonstration que j'ai an- 
noncée pour la convergence de la série: 


1 
rer sr 


Cette démonstration ne s'applique pas seulement aux groupes dont 
nous nous sommes occupés dans cette étude, mais à tout groupe discontinu 
jouissant des propriétés suivantes. 

Considérons le domaine D limité par la relation 


a ES gi ES y" + y"* = 1 
et designons encore par: 


Mat Pap E y- Max + P,y +R, 


ee Mr + P,y + BR,’ Mx + P,y + R, 








une substitution quelconque du groupe proposé. Nous supposons d'abord 
qu'à tout point (x, y) sur la limite du domaine [jappelle, pour abréger, 
point (x, y) l’ensemble des valeurs x et y] correspond un point de cette 
méme limite ce qui nous donne les relations 
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M u 


u 


+ Mp; — Mu, = Pr, + Paz, — Pix, = — (Rp, + Rp, — Rp.) 
Pip, + Pip, — Py, = 0 | 
Mp, + M,p, — Mp, = 0 
P,p, + P,p, — Pp, = 0 


ou, comme précédemment, les lettres greeques sont les conjuguées des 
grandes lettres correspondantes. Nous supposerons de plus que le déter- 
minant (M, P, R) de la substitution soit égal à l'unité. Or désignons 
par Æ la valeur commune, nécessairement réelle, des trois expressions sur 
la premiere ligne, on tire des autres équations: 


E WES I, 


— ss xls ls = pil np Pst mp; — Ha: T 





et en substituant dans la relation 
ID sb Pans — Ptah 


on aura, en tenant compte de ce que le déterminant est supposé égal à 
l'unité 
SI 
donc 
P, = kp, — tp;) 
i => (493 api) 
P, = k(p,p, — tpi) 
et de méme on trouverait: 
M, = k(z,p, Fi Ts»), en (zt mat) 
M, = k(mp, — mp.) B, = Mn, — mp) 
M, = k(z,p, >> 103), R, = kl, ESAE) 


d'ou on conclut en portans let valeurs des M et R dans les expressions 


des P 
P, =P, P,=%P, P,=%P, 


on en conclut que k* = 1 et par suite k = 1. 
Les relations entre les M, P, R ont done absolument la même forme 
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que celles que nous avons considere au paragraphe (7). Seulement dans 
ce dernier les M, P, À représentaient des entiers complexes, tandis qu'ici 
nous ne savons rien sur ces constantes. 

D'après la forme de ces équations, une substitution quelconque du 
groupe transformera un point du domaine D en un point du même do- 
maine. Nous supposons enfin que le groupe est discontinu pour tous les 
points à l’intérieur de D, et voici ce que nous entendons par là: x, y 
étant un point quelconque à l'intérieur de D et D, étant un domaine 
quelconque comprenant ce point mais compris lui-méme tout entier dans 
D, les transformations du groupe effectuées sur (r, y) ne donneront qu'un 
nombre limité de points à l'intérieur de D,; par suite quand on effectue 
sur (x, y) toutes les transformations du groupe, les valeurs transformées 
tendent vers la limite du domaine D. 

Considérons le dénominateur 


Max +Py+R, 


on a 


Y > 
mod (M,« + P,y + R,) = mod R, : mod (m: TI. + 1) 
3 3 


or nous avons les relations [relations (¢) du paragr. 7] 


Me, + Pix, Bo —| 
Mp, 


2/73 


ar PTT = Ry, = | 
Mp, si Rare HII R,P, = — 1 
pM pP. Mo, 0 


DM, + z,P, — Ro, = 0 
p, M, +m,P, — Rp, = 0 


on voit done que mod À, > let 








2 | M, RIES Ex 1 
mod R, + mod n 1 ANUS 
M, P : h nb unm 
mod 7* et mod 4 sont donc moindres que un et pour un point (x, y) à 
3 ts 


l'intérieur de D, on a 
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mod (z 


3 


c+ Ry +1) <3 


On peut trouver une limite inférieure de la méme quantité, en suivant 
la voie du paragr. (4); on a ainsi 

















M, iD; 

1 ji de 5 ] — mod’; 1?—* —2modz mod; = noe : 

(1 — mod x)moc n. +(1— mod’y)moc n. 2mo«dz : j:moc 2 “moc R, * mod*R, 
> M, E 

1+modx- mod + mod y- mou 
et par suite 
M, 1 — mod? z — mod?’ y 
mod (= Je | 3(1 — mod? x) 


Ecrivons donc 


mod (M,z + P,y + R,) = A:modR, 
A satisfaisant aux conditions 


1 — mod? a — mod?) 
3(1 — mod? z) 





JeA<B8 


Ceci posé, soit r,, y, un point tel que la substitution unité soit la 
seule qui le transforme en lui-même (c'est évidemment ce qui arrive 
pour un point pris arbitrairement), et envisageons la série (x, ,), (æ,,,),.... 
des points transformés de (x,, y,) par les substitutions du groupe. Je 
trace autour du point (x,, y,) un petit domaine: soit pour fixer les idées 





(z' —2.,)* + (y — y) + (G" — 2) + (y — y) = €, 


ou + est une quantité tres-petite, la limite de ce domaine que nous 
^ 


appellerons ö,. Les substitutions transformeront le domaine 9, 
serie de domaines à, d,,.... autour des points (x,, ¥%), (% Ys), 


en une 


Le groupe étant discontinu, il est clair que l'on pourra prendre e suffi- 
samment petit pour que tous ces domaines solent extérieurs les uns aux 
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autres; supposons donc = ainsi choisi. Considérons alors l'intégrale qua- 


fff fax da" dy’ dy" 


N 


étendue à chacun des domaines 9, 
intégrales aura une valeur finie, car elle est évidemment moindre que la 


druple: 


9,,....; la somme de toutes ces 


valeur de l'intégrale précédente étendue au domaine D tout entier. Or 


fff fax RE INE d Ys 


étendue au domaine 2 transformée de 6, par la substitution: 


soit. l'intégrale 


Mix + Py + R, , Me+Py+R, 


XS m — = 
Me + P,y + BS M,« + P,y + &, 





on voit, par un calcul bien simple, que l’integrale précédente est égale 


we da dx" dy dy" 
mod* (M,x + P,y + Ry 


étendue au domaine d,; de cette manière toutes les intégrales se trouvent 


à l'intégrale 





^ A 9. = ^ Ld ^ L 
ramenées à ce domaine. Le terme général de la série sera donc 


1 da! da" day dy” 
mod? R*, A° 


Or d’après les limites données à l'instant pour A, cette derniére 
intégrale quadruple sera comprise entre deux limites, la limite inférieure 
étant une quantité différente de zéro, et on conclut que la série de terme 


général j 


mod? R*, 
étendue à toutes les substitutions du groupe est convergente. Il en résulte 


immédiatement que la série de terme général 


1 
mod (M,z + P,y + HR," 





ee TH 
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est convergente, m étant supérieur ou égal à deux, puisque l'on a 
mod (M,z + P,y + R,) = Amod H, 


A étant limité, comme il a été indiqué plus haut. 

On voit done que pour tous les groupes discontinus jouissant des 
propriétés énoncées, il existe des fonctions qui restent invariables pour 
toutes les substitutions de ces groupes. 


Paris, le 28 décembre 1882. 





UEBER LINEARE HOMOGENE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN, 
ZWISCHEN DEREN INTEGRALEN HOMOGENE RELATIONEN 
HÖHEREN ALS ERSTEN GRADES BESTEHEN 
VON 


L. FUCHS 


IN HEIDELBERG. 


Ein Fundamentalsystem von Integralen einer homogenen linearen 
Difterentialgleichung ist dadurch characterisirt, dass zwischen den Elemen- 
ten des Systems keine homogene Gleichung ersten Grades mit constanten 
Coefficienten stattfinden darf. Man kann aber voraussetzen, dass zwischen 
den Elementen homogene Relationen höheren Grades bestehen. Ist die 
Ördnung der Differentialgleichung die m“, so ist nur erforderlich, dass 
die Anzahl solcher Relationen nicht grösser als m —2 sei. — Es ist als- 
dann die besondere Natur der Integrale unter Voraussetzung solcher Re- 
lationen zu ergründen. | 

Im Folgenden habe ich die Lösung dieses Problems für die Differen- 
tialgleichungen dritter Ordnung durchgeführt. Für diese kann es nur 
eine Relation der genannten Art geben. Bemerkenswerth sind die An- 
wendungen, welche wir bei unserer Untersuchung von der Theorie der 
Abelschen Integrale haben machen kónnen. ; 

Es ist einleuchtend, dass die Differentialgleichungen, welche algebraisch 
integrirbar sind, zu der Classe von Differentialgleichungen gehóren, zwi- 
schen deren Integralen homogene Relationen bestehen. 

Wir haben in der folgenden Arbeit auch eine Reihe von Sätzen über 
algebraisch integrirbare lineare Differentialgleichungen aufgestellt, von 


Acta mathematica. I, 41 
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welchen wir in derselben Arbeit Gebrauch machen, die aber auch ander- 
weitige Anwendungen zulassen. 

Die Resultate dieser Arbeit habe ich in der auch gegenwärtig fest- 
gehaltenen Reihenfolge bereits in den Sitzungsberichten der Königl. Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin, 8 Juni 1882, veröffentlicht. 


ja 


d? d^ li 
Y y + ay 


(A) stp: +17 





dz i de ZF. 

eine lineare homogene Differentialgleichung dritter Ordnung mit in z 
rationalen Coefficienten, gehörig zu der Classe von Differentialgleichungen, 
welche sich in meiner Arbeit (Borcnarpr's Journal für Mathem. B. 66 
S. 146 Gl. 12) characterisirt finden, und es werde vorausgesetzt, dass die 
Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen rationale Zahlen 
sind, und dass zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems von 


Integralen der Gleichung (A) y,, Y,, y, eine irreductible Gleichung 


(B) fO 95 Ys) = 0 


stattfinde, wo f(y,, Y,, Y,) eine ganze rationale und homogene Function 


ten 


n"" Grades von 9,, Yo. 9, bedeutet. 
Bezeichnen wir mit H(f) die Hessische Covariante von f, so ist H(f) 
nicht identisch Null, da der Voraussetzung nach f nicht in lineare Fac- 
toren zerlegbar ist. (’) 

Ein beliebiger Umlauf von z führe y, über in 


(1) Y x = Gu AF De Sr Das : (x 11:12:09) 


so geht f, folglich auch H(f) durch denselben Umlauf in sich selbst 
dlog H(f) 


dz 


mit einer Constanten multiplieirt über. Demnach ist eine ein- 


deutige Function von z Da ausserdem der vorausgesetzten Natur der 


(') Vergl. Gorpan und NÖTHER, in den Sitzungsberichten der physikalisch-medici- 
nischen Societät zu Erlangen 13 Dee. 1875, 10 Jan. 1876. 
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Integrale der Gleichung (A) wegen diese Function für jeden im End- 
lichen gelegenen Punct p in der z-Ebene mit einer bestimmten Potenz 


von z — p, und für z — co mit einer bestimmten Potenz von - multipli- 


cirt endlich und stetig wird, so ist dieselbe eine rationale Function. Da 
H(f) ebenfalls für jeden im Endlichen befindlichen Punkt p mit einer 
bestimmten Potenz von z — p und für z — oo mit einer bestimmten 


Potenz von 1 multiplicirt endlich und stetig wird, so ist demnach 
a 
(2) H(f) = X() 


Wurzel einer rationalen Function von z. 
Setzen wir 


y y 
I ws — 


UR Di 


(3) 
H(f) = y," A, ©) 


so verwandelt sich die Gl. (2) in 


(4) Luxe) 3] My 021 


Ist z ein beliebiger Werth, und nimmt auf geeigneten Wegen jeder 
Quotient zweier Integrale der Gleichung (A) für z — 2, je einen gleichen 
Werth an wie für z= z, so folgt aus der Gleichung (4), dass auf den- 

1 


selben Wegen y,. X(z) "^" in z, einen Werth annimmt, welcher aus dem 


für z durch Multiplication mit einer Einheitswurzel À hervorgeht. Da 


~ 


jeder Quotient zweier Integrale für z — 2, denselben Werth wie für 2 
1 1 


annimmt, so folgt, dass auch y,.X(2) °°, y,. X(z) "-* für z = z, Werthe 
annehmen, welche aus denen für z durch Multiplication mit À hervorgehen. 
Substituirt man daher in (A) 


1 
y = X" «v, 


wodurch dieselbe in 


Dit, dv. DEN 
(A) a Ts ee 


324 L. Fuchs. 


übergehen möge, so hat das y,, y,, y, entsprechende Fundamentalsystem 
von Integralen v,, v,, v, der Gleichung (A’) die Eigenschaft für z — z, 
Werthe anzunehmen, welche aus denen für z durch Multiplication mit 
derselben Einheitswurzel À hervorgehen. 

Zwischen v,, v,, v, findet die Gleichung 


(B) : f», UE v,) "EY 0 
statt. 
Sei 
v, = 9,(), v, = AC), v, = ¢,(2), 
so ist der Voraussetzung gemäss, wenn man von z auf geeigneten Wegen 
nach 2, geht, 
(5) 0,2) = A+ ex(), ks 23: 


wo À eine Einheitswurzel bedeutet. 
. . m J A 
Die- Functionen ¢,(z,) genügen der Gleichung 


L d’v yy 99 4, ,v "rt di 
(6) du, Eq taU Qu tr 
Es sei 

La Seas 
z= d) — = a). 
dz 


1 
Transformirt man Gl. (6) in die unabhängige Variable 2, so folgt 


; LaL eques Mina eer RACE EL SR Nr Acer atio à Le 
(02) 97 + BY W + PEM! Tae + 1909 + PE) E 9G)9] 77 +r@w=0 


Dividirt man diese Gleichung durch 4", so muss dieselbe wegen Glei- 
chung (5) mit Gleichung (A’) übereinstimmen. Man erhält also 














390 p ) ; 
[Un ls J x (2) 
18) n2 T 
(7) ERO D) = qa) 
y en = r(2) 
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Aus der ersten dieser Gleichungen folgt 


x ee 
(8) gro e. 
wo 
(9) A(z) — e —f roe 


gesetzt ist, und C eine Constante bedeutet. Diese Constante ist von Null 
verschieden, da @’ nicht identisch verschwinden darf. 

Aus der letzten der Gleichungen (7) und aus Gleichung (8) erhält 
man 
(2) 


(10) ri) = 0-4 





- (2) 


Aus den Gleichungen (7) ergiebt sich ferner 


| Ydp(s)- ai O1 
(11) [vo — $ ero os 





SEIT 1 dp'(z,) 2 PR TE PE 


Da der vorausgesetzten Natur der Gleichung (A) gemäss 4' Wurzel 
einer rationalen Function ist, so findet demnach nach Gleichung (10) oder 


(11) zwischen z und z, eine algebraische Gleichung statt, wenn nicht 


1 dp’ 2 AE a le 
(12) [io zz ve) | =. Ble 
und zugleich 
(13) r(z) = C" - A(z), 


wo C’ und C" Constanten bedeuten. 
Nach Gl. (9) ist 
aloe Aq) 





und aus Gl. (12) ergiebt sich 


'lg4 , 2(dlog S\? à 
(15) A SEE: el =) qd 





odi dz 


wo 7 eine Constante bedeutet. 
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Setzt ınan 


d log v 
dam 2 





(16) 


so folgt aus Gleichung (A’) 


do +3 dw 


Ce agit de 


-o+ © + QE + «| tq) e t r(z) = 0 

Die Gleichung (17) wird aber, unter der Voraussetzung dass p'(2), q'(z), r'(2) 
die durch die Gleichungen (14), (15), (13) gegebenen Werthe haben, be- 
friedigt durch 


(18) o = p- 4(z 
wo jj eine Wurzel der Gleichung 
(19) | pp +ynu+C"=0 


Ist C" = 0, so ist nach Gl (13) «'(2) = 0. 
In diesem Falle wird die Gleichung (A’) befriedigt durch 


v, = f J (2)dz 


Ein zweites Integral v, ergiebt sich 


Da ein drittes Integral v, = 1 genügt, so findet also in diesem Falle 
zwischen v,, v,, v, die Gleichung zweiten Grades 

v,v, = v?, + Const. v*, 
statt. 

Es kann 4(z) nicht constant sein, da sonst nach den Gleichungen 
(13), (14), (15) p'(2, q'(2, r(z) constant wären, die Gleichung (A’) also 
durch eine Function der Form e“ befriedigt würde, wo x constant; 
dieses widerspricht aber der vorausgesetzten Natur der Gleichung (A). 
Es muss demnach J’ für einen singulären Punkt a der Gleichung (A?) 
oder für ; — co unendlich werden. Es wird aber die logarithmische 
Ableitung eines Integrals v der Gl. (A^) nicht unendlich für z= co. 
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Wenn demnach C" von Null verschieden ist, so folgt aus Gleichung 
(18) dass 4'(z) nur für die singulären Punkte a der Gl. (A^) unendlich 


) d log v fü 


werden kann. Nun aber ist o(z — a) = (z — a tir z — a gleich 


dz 
einer rationalen Zahl. ; 
Es sei daher in der Umgebung von z = a 


AC = a) p er 


alsdann muss nach Gleichung (18), a, eine rationale Zahl sein. Hieraus 
ergiebt sich zunächst, dass 7 nicht verschwinden darf, da sonst gleich- 
zeitig a, ea, pia, rationale Zahlen sein müssten, wenn y eine der 
Wurzeln der Gleichung 5? + C" = 0, € eine primitive dritte Wurzel der 
Einheit bezeichnet; was nicht möglich ist. t 

Es ergiebt sich daher aus den Gll. (12), (13) 


(20) r(z) = g(z)’, 


wo g(z) eine rationale Function von z bedeutet. 
Der vorausgesetzten Natur der Gl. (A) zu Folge ist in der Umgebung 
eines singulären Punktes a der Gleichung (A^ 


- - je 


J INE 8 2% == - - OE 
> a EN US wee Depots 








folglich ist, wenn «,, «,,.... «, die Gesammtheit der singulàren Punkte 
der Gleichung (A^) bedeuten, 


r(z)(z — a,)*(2 — a) (2 a)? =) 


wo h(z) eine ganze rationale Function bedeutet. 
Aus demselben Grunde muss in der Umgebung von z — co 


sein. 
Also ist »’(2).2° für z — oo nicht unendlich, und demnach A(z) hôch- 


stens vom Grade x — 1, also 











c2 
bo 
oo 
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Aus den Gleichungen (13), (20), (21), (18) folgt demnach 








Aus dem oben Bemerkten ergiebt sich dass . ¢, rationale Zahlen sind, 
0”3 


und demnach 


(22) v = (© — a,) (2 = 23) * e (2 — aes 


eine Wurzel einer rationalen Function darstellt. 

Von den Wurzeln der Gleichung (19) sind wenigstens zwei y, /%, 
von einander verschieden. Setzt man in (22) a — y, und p = p,, so er- 
hält man zwei Integrale von (A’) »,, v,, deren Quotient nicht constant. 
Substituirt man v,, v, in Gl. (B^, so folgt, dass auch v, eine algebraische 


Function von z wird. 


N 


Aus den vorhergehenden Entwickelungen folgt, dass die Gleichungen 
(12) und (13) nur stattfinden dürfen, wenn, entweder » = 2 oder die 
Gleichung (A) algebraisch integrirbar ist. 

Wir fanden oben, dass wenn die Gleichungen (12) und (13) nicht 
bestehen, zwischen z und 2, 
daher 7 gegeben, so folgen aus Gl. (B) für £ » Werthe &, $,.... &- 


eine algebraische Gleichung stattfindet. Ist 


Den » Werthepaaren (z, $), (x, $),.... (9 &) entspricht demnach nur 


eine endliche Anzahl von Werthen z, d. h. 
Einem gegebenen Werthe von n entspricht nur eine endliche Anzahl von 
Werthen z. Es findet also eine Gleichung der Form 


(23) at Ag He A 0 
statt, wo A,, A,,.... A, eindeutige Functionen von y sind. 


Setzt man in Gl. (A) 
= y, f oz, 


so erhält man 


do. T (es + 1) do T E d'y, m d log y, 2 1 mat 


dz* dz dz y, dz* dz 
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LA 


5 s , > dn "dés. 
Von dieser Gleichung bilden -*. 7 ein Fundamentalsystem von Inteeralen. 
= dz dz ; d = 


dy\’d [d£\ - 4 
dz dz Mz mb 


Es ist also (') 


M 











wo 
N EC mo finas 
4t Ys dac dz ny 
oder 
mac 4 
24 sa eee oe 
er (2) dy aw 


Dureh die Substitution (3) gehe (B) in 


(B^ Fin, €) —0 

über. Aus dieser Gleichung ergiebt sich = als rationale Function von 
7 und € 

(25) Ta 0 0 


Aus Gleichung (4) folgt 
1/ xe). 
(26) = V gun 


Also ergiebt Gl. (24) 











qz Sym VA, €) 
u Vo. VU) 
oder 
2 3n—6 rT 3n—6 Ey ry 
(27 dz = „ —— 
| X(z) | Hm ©) 


Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass wenn 7 in einen willkürlichen 
Werth 3 einrückt, und 6 einen zugehörigen Werth von z bedeutet, in der 
Umgebung dieser Werthe zwischen z und 7 eine Gleichung besteht der 
Form 


(') S. meine Abh. B. 66 des Boreh. Journ. p. 123 


Acta mathematica, 1. 49 
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a a 
28 M «( = N ea — AP, 
(28) oan Ca? z a) 2 (7 — B) 


wo a, 3 positive ganze Zahlen bedeuten, und wo die unendlichen Reihen 
auf beiden Seiten nur eine endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten. 


Aus dieser Gleichung ergiebt sich aber bekanntlich z— b dargestellt 
1 


durch eine nach Potenzen von (y — f£) fortschreitende Reihe, mit nur 
einer endlichen Anzahl negativer Potenzen dieser Grösse, wo 7 eine posi- 
tive ganze Zahl bedeutet. Daher kann z als Function von 7 nicht wesent- 
lich singuläre Punkte besitzen. Derselbe Schluss gilt auch, wenn 7 = co 
oder z — co wird. In der Gleichung (23) sind demnach die Coefficienten 
rationale Functionen von 7. 

Es ist also 7, folglich auch f eine algebraische Function von z, und 
die Gleichung (26) ergiebt, dass y, die gleiche Eigenschaft besitzt. 

Die vorhergehenden Schlüsse sind nur in dem Falle nicht zulässig, 
dass n= 2, weil alsdann H(f) constant, und daher die Gleichung (4) 
nicht existirt. 

Man erhält also den Satz: 

Findet zwischen den Integralen der Gleichung (A) eine Gleichung (B) 
höheren als zweiten Grades statt, so ist die Gleichung (A) algebraisch inte- 
grirbar. 

2, 

Bezeichnen wir mit #,, w,, «, das ¥,, Y,, y, entsprechende Fundamen- 

talsystem von Integralen der zu (A) adjungirten Differentialgleichung 


.d’u — d'(pu) , d(qu) ME 


dz? dz* ' dz 





ru = 0 


derart dass 








(') Vergleiche über die Definition adjungirter Differentialgleichungen meine Arbeit in 
Borcuarpts Journ. B. 76, S. 183, und eine Arbeit des Herrn FROBENIUS in demselben 
Journ. B. 77, S. 245. 
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so folgt aus den Gleichungen 





of Of | Ua 
ay, ^ in WR 210 
(1) Pa, f dw , Vs 
Oy, de, "du dà. om, de * © 


of d'y, of GEL yp Gea. 


LS 
Oy, dz” dy, de ^ dy. da” u 

















wo 
20 [3 2 2p 2 bs : 
Mn—j9 (dw), 9f (dw, OF (dw 
i= dz) * oy, Va Fous de) * 
9 of dy, dy ,, Wf dy dy ,, Wf dy dy, 
Oy,dy, dz de ^ dy,dy, de dz 94,04, dz dz 
^ 
(€) Sr T M 3 Ux, = Ir 2, By 
OYx 


Es sei allgemein (y, y,, y,) eine ganze rationale und homogene 
Function der Variablen y,, y,, y,, welche durch die Substitution 


(2) ai + Exif, + Gus für y, (x = 1, 2, 3) 


in J® übergeführt wird, wo 7 eine von y,, y,, y, unabhängige Grösse, 





: : D\ 
und bezeichnet man mit "(s das was aus @ resp. 02 nach Ausübung 
Yx OYx 

der Substitution (2) wird, so folgt aus der Gleichung 
(3) d/— jd 

amd d D 00 

—— = y —— LL x—— NS ESTE 3 7 = H 9 3 
e [5:) : |^ Wu al ie es 


wo ß, die Elemente der zu (2) inversen Substitution bedeuten. 

Irgend einem Umlaufe von 2 möge nun die auf y, y,, y,, wenn 
diese Grössen wieder die Integrale der Gleichung (A) bedeuten, ausgeübte 
Substitution (2) entsprechen, so ist: 


(5) CAR a CUP zin U 51/5 e ur: ) =f — MA Y Yas Ys)s 


wo j eine Constante. Dieses ergiebt sich daraus dass die Function f’ mit 
der Function f wegen der vorausgesetzten Irreductibilitat der Gleichung 
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(B) einen gemeinschaftlichen von f verschiedenen Factor nicht besitzen 
= . d os an 15 

kann, während y, y,, y, der Gleichung f' = 0 genügen müssen. Wenn 

demnach diese Functionen nicht bis auf einen constanten Factor identisch 

wären, so würden die beiden Gleichungen f = 0, f’ = 0 constante Werthe 

= . Y, Y. 

der Verhältnisse %, % 

Ue Ya 

Da die Gleichung (5) also erfüllt ist, so kann man in Gl. (4) $ — f 


setzen. Andererseits geht durch denselben Umlauf von z u 


liefern, was nicht möglich ist. 


in 
Batts + Bets + Pass, ae, mg 


über. Demnach führt die Gleichung (4) für 4$ — f zu dem Schlusse, 
dass M durch den genannten Umlauf von z in JM übergeht. Hieraus 
ergiebt sich wie für H(f) in vor. N:o 
dass M Wurzel einer rationalen Function von z ist. 
5 “of : : 
Ist insbesondere n — 2, so ist / als lineare homogene Function von 
Yx 
Js Yor Y,, Integral der Gleichung (A) Es muss demnach, wenn man in 
(A) die Substitution 





(6) y= Mu 


ausführt, die resultirende Differentialgleichung mit der adjungirten zur 
Gleichung (A) übereinstimmen. Dieses drückt sich durch die Gleichungen 


3M’ + pM 





M 
3M® + 2pM' + M é 
"rur oo apes ge 
M® + 5M?) + gM’ + eM ; : 
SF = = + q —T, 


aus, wo die oberen Accente Ableitungen andeuten. 
Von diesen liefert die erste 


Die zweite wird durch die Gleichung (7) von selbst erfüllt, während die 
dritte unter Anwendung der Gleichung (7) übergeht in: 


1 


(8) 9r — 99 — $ gy, — jv 9! + $09 d 
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Findet umgekehrt diese Gleichung statt, und wählt man M der Gleichung 
(7) gemäss, so ist die durch die Substitution (6) aus (A) entstehende 
Gleichung mit ihrer adjungirten identisch, und es folgt aus der Gleichung 
Yx = Mu, 
2 2 2 
(9) Yin Eye a = 0 
Denmach ist die Gleichung (8) die nothwendige und hinreichende Bedin- 
gung dafür dass zwischen y,, Y,, y, eine homogene Gleichung zweiten Grades 
besteht. 


Bestimmt man zwei Functionen p,, p, aus den Gleichungen 


(10) Jp, — p, 29,4 pa + Ap, — 
Wo 
5 dp, 
Duc WE 


so folgt aus Gleichung (8) 





(11) TE Ap P, ar 2p; 
wo 
0 dp, 
er da 


Die Gleichung (A) ist also in diesem Falle übereinstimmend mit 


luy 


d^i 2] € ? di 3 
du pru. enw cee 4p) 37 + pp, 2p,)y = 0 


(12) qs + 9p, 





Bestimmt man aber die Differentialgleichung, welcher das Quadrat jedes 
Integrals der Gl: 


d’y dy 
qa UE EAS 


(13) 
genügt, so ergiebt sich ebenfalls die Gl. (12). 

Ist demnach n = 2, so ist die Gleichung (A) übereinstimmend mit der- 
jenigen Differentialgleichung, welcher das (Quadrat jedes Integrals einer Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung (13) genügt. (') 





() Nach dem Ercheinen meines obengenannten Aufsatzes in den Sitzungsber. der 
Akad. 8 Juni 1882 machte mich Herr Brioscut dureh ein Schreiben vom 22 Juli des- 
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3. 


Es seien die sämmtlichen Integrale der Gleichung 


m 1 d m— E ^ 
(1) CRE FO Cu 
dz dz 


mit rationalen Coefficienten, algebraïsch. Ferner werde vorausgesetzt, 
dass für einen willkürlichen Werth von z jeder Quotient zweier Integrale 
von (1) auf geeigneten Wegen in z, denselben Werth annehme wie in z. 
Alsdann muss das Fundamentalsystem von Integralen y,, y,, ... - y, auf 
denselben Wegen in vy,, vy, .... vy, übergehen, wo v eine bestimmte 
Function von z. 
Es móge 
YU + CY, Toc + Cnn, 


WO 6, ¢,,....¢, Willkürliche Constanten, der irreductiblen Gleichung 
(2) y + ¢,@y + eee + ge) = 0 


genügen, wo ¢,(z) rationale Function von z Dann ist der Voraussetzung 





gemäss 

d vy” ae eG)» y Tex ¢,(2,) = 0 
oder 

(3) y e EE s 200 9 


Die Wurzeln der Gleichungen (2) und (3) sind übereinstimmend. — Ist 
daher ¢,(z) der erste Coefficient in (2) welcher nicht identisch verschwin- 
det, so ist 
pe) = 69 

selben Jahres auf eine in dem Bulletin de la société mathématique de France t. VII 1879 
enthaltene Notiz aufmerksam, worin Herr Brroscur auf einem von dem unsrigen ver- 
schiedenen Wege die Bedingungen herleitet, unter welchen eine Differentialgleichung dritter 
Ordnung durch die Quadrate der Integrale einer Diffg. zweiter Ordnung befriedigt wird. 
In derselben Notiz leitet Herr BRroscur auch die Bedingungen ab, dafür dass einer Glei- 
chung vierter Ordnung die Cuben der Integrale einer Gleichung zweiter Ordnung genügen. 


Ueber lineare homogene Differentialgleichungen ete. 335 





oder 
i giz, ) 
4 v= - 
(4) aah 
Also ist, wenn man setzt 
y = F(z) 

















I. Setzt man also 





(6) y = Vez). 
so genügt w einer linearen homogenen Differentialgleichung m'" Ordnung mit 


rationalen Coefficienten 


Gey 


di m xis g, (2) — de mei = 2969 ur Im(z)w = 0, 


i d" a 


(0) 





deren Integrale für z, auf geeigneten Wegen Werthe annehmen, welche sich 
von denen in z nur um eine und dieselbe Einheitswurzel als Factor unter- 
scheiden. 

Sind 2, 2,5 ....2,, genau die sämmtlichen Werthe, von der Beschaf- 
fenheit, dass auf me Wegen jeder Quotient zweier Integrale der Glei- 
chung (1) oder was dasselbe ist der Gleichung (7) in hp acc ta 2 
einen gleichen Werth annimmt wie in z, so erhält ein willkürliches Integral 
der Gleichung (7) auf denselben Wegen in z,, 2,,.... 25, Werthe, die sich 
von dem Werthe desselben in z nur durch Einheitswurzeln als Factoren un- 
terscheiden. 

IL Es sei 


(8) t = (a — z(a — 2) «(a — 254) = ez, a) 


wo a eine willkürliche Grösse ist, so ist e(z, a) eine rationale Function von z. 

Denn da 2, z,....2,, die Gesammtheit der Werthe darstellt, 
welche jedem Quotienten zweier Integrale der Gl. (1) denselben Werth 
verschaffen wie für z, so können durch irgend einen Umlauf von z nur 


Z 
67 
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Qu Bee Reine Vertauschung unter einander erfahren. Da über- 
diess vorausgesetzt ist, dass Gl. (1) algebraisch integrirbar sei, so sind 
£s. R24, Von z algebraisch abhängig,. daher ist ¢ eine algebraische 
Function von z, welche durch Umläufe von z nicht verändert wird, d.h. 
eine rationale Function von 2. 


III. Die Function e(z, a) hat die Eigenschaft 





(9) e(z., a) = e(z, a). 
Denn. es móge für.e — 2, 2,5 8. * + Ar mresp In IE Bayer ie 


übergehen. Wenn nicht z,, 2, #,,....2,, abgesehen von der Reihen- 
folge mit a, 4,....32,,, 2 übereinstimmten, so müsste jeder Quotient 
zweier Integrale der Gl. (1) für mehr als c Werthe von z je einen 
gleichen Werth annehmen, gegen unsere Voraussetzung. 

IV. Zu einem bestimmten willkürlichen Werthe von t der Gleichung 
(8) gehören genau die Werthe 2, 2, 2, .... 2 
In der That wird nach Satz III die Gleichung 


von 2. 


| 


durch e— 278 ep. o Mp ME befriedigt. Ist andererseits 2’ 
ein von diesen verschiedener Werth von z, so kann nicht die Gleichung 


ele, a) = el@, a) 


bestehen, wegen der Willkürlichkeit von a. 

Durch einen beliebigen Umlauf von ¢ muss dem Satze IV gemäss 
z in einen der Werthe 4, z,, 2,,....2,, übergehen. Ist &,, «€, ----@m 
ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung (7) zugehörig dem 
Werthenpaare (f, 2), so erhält c», durch einen beliebigen Umlauf von f, 
d. h. dem Werthenpaare (/, z,) entsprechend, nach Satz I den Werth @, 


(10) Oy = j|&x y + +++ + GxmOm |; x= 1, 2,:---m 


wo j eine Einheitswurzel bedeutet. 
Transformiren wir daher die Gleichung (7) in eine Gleichung 


SET 
d" oe d" qw 


(11) — +h,(t) ++ Anl): = 0 


I 


mit der unabhängigen Variabeln f. 


— "T 
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Nun ist(') für das Werthsystem (f, 2) 





4; 
12 h(t) = —— 
(12) i) — 4, 
wo 
2 m—1 
Vies SN ee EE Om 
dz (da: FRE 


und 4, aus 4 hervorgeht, wenn man die m — i” Horizontalreihe in 4 durch 
d"w, dw, do, 
dz? ? Em 2 Gee 


In gleicher Weise ist für (f, 2,) 





ersetzt. 


4i 


wo 4 und 4, aus 4 resp. 4, erhalten werden, wenn man ©, durch w’, 
ersetzt. Aus Gleichung (10) ergiebt sich aber: 

(14) cm 
das heisst: 

V. Die Coefficienten der Differentialgleichung (11) sind rationale Func- 
tionen von t. 

VI. Ist ¢ ein willkürlicher Werth, so giebt es wicht einen davon 
verschiedenen Werth t, von der Beschaffenheit, dass jeder Quotient zweier 
Integrale der Gleichung (11) auf geeigneten Wegen je einen gleichen Werth 
wie in t annehmen könnte. 

Wenn nämlich jeder Quotient zweier Integrale der Gleichung (11) 
in ¢ und /, je einen gleichen Werth annimmt, so kommt dieselbe Eigen- 
schaft jedem Quotienten zweier Integrale der Gleichung (7) zu. Dieses 
ist jedoch nicht möglich. Denn es mögen dem willkürlichen Werthe ¢ 
. von z nach Gl. (8) entsprechen. Alsdann 
sind die dem Werthe /, nach derselben Gleichung entsprechenden Werthe 


die Werthe 2, 2, 2 


2 


PERIOD 


’ 7 , 


a, dis 2e. von 2 sämmtlich von den Werthen 2, 2,,2,,.... 2, 


ü 


verschieden. Wäre nämlich einer der ersteren mit 2, übereinstimmend, 


so wäre 
f, = pl, à) = ge, a) =t 


(*) Siehe meine Arbeit B. 66 des Borch. Journ. S. 143. 
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nach Satz III. Es müsste demnach für das Werthsystem 2, 2, 2,,..., 2, 4, 
Za #,-...#,, jeder Quotient zweier Integrale je einen gleichen Werth 
annehmen. Der Voraussetzung gemäss soll dieses nur für 5 Werthe 
stattfinden. 


U,,.... U,_, die Umläufe von z, für welehe ein will- 
(r—1 


Es seien U,, 
kürliches Integral der Gleichung (1), y resp. in y, y', y^, ....9 


geht, derart dass nicht der Quotient zweier dieser Werthe constant, wahrend 


) iıber- 


jeder andere Umlauf von z jeden dieser Werthe nur in einen derselben 
mit einem constanten Factor multiplieirten Werthe überführt. 

Im Anschluss an eine Bezeichnung, welche ich in meiner Arbeit 
über algebraisch integrirbare Differentialgleichungen zweiter Ordnung (?) 
eingeführt habe, will ich im Folgenden y, y', 5^, .... 9 ? ein reducirtes 
Werthsystem des Integrals y nennen. Die Elemente eines reducirten Werth- 
systems sind demnach nur bis auf Einheitswurzeln als Factoren bestimmt. 


Em Umlauf s von { führe z in z 


, über auf einem Wege S, welcher 
das allgemeine Integral © in jc verwandle, wo 7 eine Einheitswurzel, so 


werden.die Wege SU,, SU,, SU,,.... SU, , © resp. in jo, jo’, IO" ys «+. 20 X 29 


verwandeln, wo SU, den aus S und U, zusammengesetzten Weg von z 


bezeichnet, und wo nach Satz I o, 0’, ®",.... e" ? abgesehen von Ein- 


m 


heitswurzeln als Factoren durch dieselben Substitutionen aus @,, @,,..--@ 


hervorgehen wie 9,9, ....9 > aus 5Yas-..-Yn. Die Were SU S Us... so Ue 


bringen alle denselben Werth von ? hervor, und die Quotienten zweier der . 


—1) 


Werthe jo, jo’,....jo” sind nicht constant. Alle anderen Wege, 


welche von ¢ nach 2, überführen, bringen nur Werthe von « hervor, 


: 
welche von den zuletzt genannten sich um constante Factoren unterschei- 
den. Also alle Umläufe von /, welche von z in z, überführen, bringen 
genau > Werthe hervor, deren Quotienten nicht constant. Die Umläufe 
von ¢ aber, welche von z nach z, führen, wo / von x verschieden, bringen 
nach demselben Sehlusse nur Werthe j'o, j' 0’, 0", . . . ..j' "^? hervor, wo 
jy eine von j verschiedene Einheitswurzel sein kann. Dasselbe gilt von 
den Umläufen von #, welche z, in sich selbst überführen. Demnach ist 


ra 
“PY ein redueirtes Werthsystem des willkürlichen Inte- 


(02 OF 1 
grals © der Gleichung (11), und man erhält den Satz: 
VIL Die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems eines 


() Boreh. Journ. B. 81, S. 111. 


PT MEL MM hl 


ES D 
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willkürlichen Integrals der Gleichung (11) ist übereinstimmend mit der An- 
zahl der Elemente eines reducirten Werthsystems eines willkürlichen Integrals 
der Gleichung (1). 


4. 


I. Es sei W ein Umlauf der unabhängigen Variabeln 2, durch welchen 
jeder (uotient zweier Integrale der beliebigen Differentialgleichung 


d^y le 


Y 
TCI . 
dz” E 


"i ,m—1 


r4 


(1) Ei 
mit rationalen Coefficienten unverändert bleibt, so wird durch denselben Um- 
lauf jedes Integral in sich selbst multiplicirt mit einer und derselben Con- 
stanten übergeführt. 

Es sei in der That y,, y,,.---¥, ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen der Gleichung (1), so ist 


dy, dy. ay, — fd: 
(2) Yin m... ju I Fr (') 


dz dz dz" 





Der Voraussetzung eemäss sehen nach Vollzug des Umlaufes W die In- 
=) te) : o 


o 


.. Un resp. in Y,V, QU. ... uU über. Daher ist nach 


ge 


tegrale y,, y, 
2) 


N Gyo 
(3) 2,5 Cy ] 


dz dz 


Gleichung (2 








Ya) d(vy.) a” (Um) |. —frds 
r 2 d'A m—1 TE Je 
dz 


wo j eine Constante bedeutet. Nun aber ergiebt sich identisch 


pot 


v lm dis VY m m li 2 a Um 
(4) Ne CU ET ER 
^ | dz dz" 7 | x dz qp 








Aus den Gleichungen (2), (3), (4) folgt demnach 


(5) EE) 


womit unser Satz erwiesen ist. 


(*) S. meine Abhandlung B. 66 des Borch. Journ. S. 128. 
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Es sei die Differentialgleichung 


: dv d'y 
(6) — tl) er 
dt 


tee Eq v-0 
dm nit) + v 


m—1 


5 et A deme DE 
mit in Z rationalen Coefficienten, von welchen der mit ip multiplicirte 
( 


m—1 


verschwindet, algebraisch integrirbar. Setzt man 


~ 
I 
ty) mi 


so verwandelt sich die Gleichung (6) in 


dv 2m d" ty 2n—1 
+ linc ee cdd. 


6a : 
( ) ) d£" gest 








Bezeichnen wir mit 5$, $,... die Wurzeln der zu ¢ = co gehörigen 


* Cm 


determinirenden Fundamentalgleichung, so ergiebt sich aus Gl. (6 a) 


Alm — 1) 
(7) ee Me 


a 


Aus dieser Gleichung folgt, dass wenigstens eine der Grössen s,, 5,,....5 


m 


: 1 A m — 1 : : : 
negativ und absolut grösser als =, da nicht zwei derselben einander 


gleich sein können in Folge der Voraussetzung, dass Gleichung (6) alge- 
braisch integrirbar. (') 
Ein willkürliches Integral v der Gleichung (6) hat die Form 








(8) VE CM + Co deco À On; 
WO 6, 6... Cm Willkürliche Constanten, 7,, 7% . ... 7, das zu ¢ = co 
gehörige Fundamentalsystem von Integralen bedeuten. Daher ist v für 
t— co unendlich wie eine Potenz // deren Exponent r grösser als pri 
Nach einem beliebigen Umlaufe von ? gehe v über in v', wo : 
(9) v= Ci b 6.9, +: Cun 
CR Cie Calas t= el) Cin Ones 





(‘).S. meine Abhdl. Boreh. Journ. B. 66, S. 157. 
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wenn durch denselben Umlauf 7, in 7, übergeführt wird, wo 
7x = di + 4493 He: + mn: 


Da die Grössen €, &,,....6, willkürlich angenommen wurden und die 
Determinante der Grössen «a, nicht verschwindet, so kann man €,,6,....0, 
so wählen, dass auch in v' das Glied, welches wie # unendlich wird, nicht 
herausfallt. Daher ist auch v' für ¢ = co unendlich wie f". 

Bildet man daher das Product der y verschiedenen Werthe von v, 
welche allen Umläufen von ¢ entsprechen, so ist dasselbe für ¢ = co un- 


endlich wie 4". Es ist daher die irreductible algebraische Gleichung, 
welcher das allgemeine Integral v genügt, mindestens vom Grade ry, also 


- (io 1] ug : 
hóheren als within) Grades in Bezug auf f. 


Wir wollen jetzt von der Gleichung (6) voraussetzen, dass für einen 
willkürlichen Werth von # nicht ein zweiter Werth /, existirt, von der 
Beschaffenheit, dass auf geeigneten Wegen jeder Quotient zweier Integrale 
derselben Gleichung je einen gleichen Werth wie in annehmen könnte. 

Es mögen nun einem beliebigen Werthe eines willkürlichen Integrals 
, der Gl. (6) & verschiedene Werthe von /, nämlich ¢, ¢,, &,....t 
entsprechen. Alsdann gehören zwei Werthenpaaren (v,, £j), (v,, &), wo 


» abs 
x<l zwei verschiedene Werthe eines von v, verschiedenen willkürlichen 
Integrals v, zu, da sonst jeder Quotient zweier Integrale für zwei ver- 
schiedene Werthe von ¢ gleiche Werthe annehmen müsste, gegen unsere 
Voraussetzung. Demnach entsprechen einem Werthe von v 


n 1 
E 


Werthe von v,, und einem Werthe von v, genau ¢ Werthe von v 


E 
genau & 
, und 


es findet zwischen v,, v, eine irreductible aleebraische Gleichung 
(10) o(v,, v,) = 0 e 


statt, vom Grade & sowohl in Bezug auf v, als auch in Bezug auf »,. 
Da v,, v, nur gleichzeitig, nämlich für singuläre Punkte der Gl. (6) oder 
für / = © unendlich werden, so ist der Coefficient von vj eine Constante, 
die Coefficienten aller übrigen Potenzen von v, ganze rationale Functio- 
nen von v,, und zwar der Coefficient von vj vom Grade & in v,, die 
übrigen Coefficienten von niedrigerem Grade in v,. Umgekehrt ist der 
Coefficient von vj eine Constante, die Coefficienten der übrigen Potenzen 


von v, ganze rationale Functionen von v,, der Coefficient von vj vom 
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Grade € in »,, die übrigen Coefficienten vom niedrigeren Grade in »,. 
Wir setzen zunächst voraus, dass nicht für einen Werth von / jedes will- 
kürliche Integral verschwinde. Dann enthält die Gleichung (10) ein von 
v, freies Glied. 


Wir substituiren nun in Gl. (10) 


D; 


(11) V, = VU, 


wodurch diese Gleichung in | 


(12) j blu, v,) = 0 


übergeführt werde. Die Gleichung (12) ist sowohl in Bezug auf w als 


= 


auch in Bezug auf v, vom Grade & Da die Gleichung (12) in Bezug 
auf v,, v, irreductibel ist, so kommt diese Eigenschaft auch der Gleichung 
(12) in Bezug auf # und v, zu. Es entsprechen daher einem willkür- 
lichen Werthe von » genau £ Werthe von v. 

Wenn es Umläufe von £ giebt, welche ein willkürliches Integral v 
der Gl. (6) in jv überführen, so ist nach Satz I j eine Constante, und 
zwar, weil v eine algebraische Function von z, eine Einheitswurzel. Die 
zu allen solchen Umläufen gehörigen Werthe von / genügen daher einer 


Gleichung 
(13) | v= 


wo A eine ganze Zahl. 

Nach Satz I werden vj und » durch dieselben Umläufe von £ ver- 
ändert und nicht verändert, daher ist v] eine rationale Function von f£ 
und % Es mögen nun emem willkürlichen Werth von w a verschiedene 
Werthe von # entsprechen, so entsprechen also demselben Werthe von 4 
höchstens Ag verschiedene Werthe von v,. Es ist also 


(14) A« 2. 6. 


Nach einem Satze meiner Abhandlung über algebraisch integrirbare Diffe- 


rentialgleichungen (') haben die Exponenten von v, in der irreductiblen 
Gleichung zwischen », und £ den grössten gemeinschaftlichen Theiler 2, 


(*) S. Borch. Journ. B. 81, p. 112. 


te me nt D ie ne RÉ dt à 
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Ist daher » die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems 
des willkürlichen Integrals v,, so ist 


(15) I) 
Nach den obigen Entwickelungen ist 


„_ pm — 1) 
Si ee Soma 


a 


(16) 


Aus den Gleichungen (14), (15), (16) ergiebt sich demnach 


v(m all) 


(17) a> = 





Wenn es Werthe von ¢ giebt, für welche jedes Integral der Gleichung 
(6) verschwindet, so gehören dieselben zu den singulären Punkten dieser 
m 
Gleichung. 

Es sei in diesem Falle 


(18) (KU (OM un IPS 


wo z,, x, willkürliche Constanten bedeuten. Die Functionen ©, w, werden 


für = co und für diejenigen singulären Punkte der Gleichung (6) für 
welche v,, v, unendlich werden, gleichzeitig unendlich. Für die singulä- 
ren Punkte derselben Gleichung, für welche v,, v, gleichzeitig versch win- 
den, erhalten sie die von Null verschiedenen Werthe z,, x,. Sie werden 
aber auch nicht für irgend einen anderen Werth von / gleichzeitig Null, 


da man x, so wählen kann, dass für diejenigen Werthe von f, für welche 


v, den Werth — x, erhält, v, nicht gleich — x, werde. Setzt man daher 
in Gl. (10) e, — x, e, — x, resp. für v,, v,, so erhält man eine in 


3ezug auf ©,, ©, irreductible Gleichung 


1° 


(10 a) ¢,(0,, 0) = 0 


vom Grade € sowohl in Bezug auf c, als auch in Bezug auf ©w,. Die 
Coefficienten von c»; und von ej sind Constanten, während die Coeffici- 
enten der übrigen Potenzen von @,, ©, resp. in Bezug auf w,, ©, von 
niedrigerem Grade als dem £*' sind. Die Gleichung (10 a) enthält ein 
von @,, c, freies Glied. 

Setzt man daher in diese Gleichung 


(11 a) ©, — p-:o 
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so geht sie in die in Bezug auf p und o, irreductible Gleichung 
(12 a) bp. Oy) =. 


über, welche in Bezug auf jede der Variabeln p und o, vom Grade £ ist. 
Es entsprechen daher einem willkürlichen Werthe von p genau & Werthe 
von @.. 

Da xz, x, willkürlich gewählte Grössen bedeuten, so folgt, dass alle 
Umläufe von /, welche p ungeändert lassen, gleichzeitige v,, v, also auch 
w,, o, ungeändert lassen. Demnach ist c, eine rationale Function von 
p und # Ist daher 3 die Anzahl der verschiedenen Werthe von ¢, welche 
einem willkürlichen Werthe von p entsprechen, so ist die Anzahl der 
Werthe c, welche demselben Werthe von p zugehören, nicht grösser als 
P. Demnach ist 


(14 a) Dg 
oder 


5. p(m — 1) 
Ir oe 


a 


(16 a) i 


Die Anzahl der allen möglichen Umläufen von / entsprechenden Werthe 
von v, und v,, folglich auch von p ist gleich w Daher genügt p einer 


irreductiblen Gleichung 


(19) Dh PB n ELE. S. cr BE 


Da einem willkürlichen Werthe von p f? verschiedene Werthe von f ent- 
sprechen, so erhält p als rationale Function von ¢ und v, an mindestens 
f Stellen der Riemannschen Fläche (4, v,) einen gleichen Werth. Diese 
Function wird also auch in mindestens # Stellen dieser Fläche Null und 
unendlich. Da aber p nur für das System derjenigen endlichen nicht 
singulären Werthe von ¢ unendlich wird, für welche c, verschwindet, und 
nur für diejenigen endlichen nicht singulären Werthe von ¢ Null wird, für 
welche «, verschwindet, diese beiden Werthsysteme aber kein gemeinschaft- 
liches Element besitzen, so folet, dass 





(20) 1555 — 


wo G(0, H(f) ganze rationale Functionen, ohne gemeinschaftlichen Theiler, 
beide mindestens vom Grade f. 
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Nun sei 
(19 a) w+ Ayu TRA, 
die irreductible Gleichung, welcher w genügt, und setzen wir 


(20 a) nU) 

i(é 
wo G,(t), H,(f) ganze rationale Functionen ohne gemeinschaftlichen Theiler. 
Es bedeute den höheren der beiden Grade derselben. 


Setzt man in (19) x, — 0, x, — 0, so wrdp=u, und es werden 


WV Iw 


g, welche solchen Umläufen von ¢ entsprechen, 
durch die ein willkürliches Integral v der Gleichung (6) mit einer Ein- 


heitswurzel 7 multiplieirt wurde, einander gleich. Es ist demnach 


je A Wurzeln dieser Gleichun 


(21) (u! NE A u BT o BP. 

1 Li 
wo B? den Werth von B, für x, — 0, x, — 0 bedeutet. Hieraus folgt 
(22) À} = po 


Die Werthsysteme für welche p unendlich oder Null wird, gehen für 
x, — 0, x, = 0 in Werthsysteme über, für welche w resp. unendlich oder 
Null wird. Da w nur für endliche nicht singuläre Werthe von / unend- 
lich oder Null wird, so enthalten auch die beiden letzteren Werthsysteme 
kein gemeinschaftliches Element. Bezeichnet man daher mit G^Y(f), H(t) 
die Resultate der Substitution von x, = 0, x, = 0 in G(0, H(t), so haben 
(1), H*() keinen gemeinschaftlichen Theiler, und es folgt aus Gl. (22) 


oder 
[eo] - ab) 
H,(t) H(t) 
dass die Grade von G(f H(t) genau das j-fache resp. vom Grade von 


G,(é), H,(t) sind. Daher ist 





also nach Gleichung (16 a) 





(23) 
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Aus (17) und (23) folgt, dass die Anzahl der verschiedenen Werthe von t, 
»(m — 1) . 
Zoe ist. 


a 


welche einem willkürlichen Werthe von u entsprechen, grösser als 


T^y gr 
(es di m— E 





(24) (y = 
eine beliebige lineare gu s mit rationalen Coefficienten, 
welche nur algebraische Integrale besitzt. Setzt man 


= af (dt 


(25) y=e tv 


so erhält man für v eine wie (6) beschaffene Differentialgleichung. 
Setzen wir voraus, dass für einen willkürlichen Werth von ¢ nicht 
ein zweiter Werth /, existirt von der Beschaffenheit dass auf geeigneten 
Wegem jeder Quotient zweier Integrale der Gleichung (24) in /, den- 
selben Werth wie in f£ annehme, so besitzt die wie Gl. (6) beschaffene 
Gleichung dieselbe Eigenschaft. Es ist daher die Anzahl der verschiedenen 
Werthe von /, welche dem Werthe des Quotienten zweier willkürlichen 
v(m — 1) 
A 


= 


Integrale der wie (6) beschaffenen Gleichung entsprechen, grösser als 


wenn » die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des all- 
gemeinen Integrals dieser Gleichung bedeutet. Aus Gl. (25) ergiebt sich, 
dass » auch die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des 
allgemeinen Integrals der Gleichung (24) bedeutet. Da andererseits für 
zwei Werthe von ¢, für welche ein Quotient zweier willkürlicher Inte- 
grale der wie (6) beschaftenen Gleichung gleiche Werthe annimmt, auch 
der Quotient zweier willkürlicher Integrale der Gl. (24) gleiche Werthe 
erhält, und umgekehrt, so folgt, dass auch die Anzahl der verschiedenen 
Werthe von t, welche einem willkürlichen Werthe des Quotienten zweier will- 
-— 1) ist, 





kürlichen Integrale der Gleichung (24) entsprechen, grösser als 


wo » die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des allgemeinen 
Integrals der Gleichung (24) bedeutet. 

Unter Berücksichtigung der Sätze I, VI, VII der N° 3 erhält man 
daher das folgende Theorem. 

IL Ist » die Anzahl der Elemente eines reducirten Wexthsystems des 
allgemeinen Integrals einer beliebigen linearen homogenen algebraisch integrir- 
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baren Differentialgleichung m'* Ordnung mit rationalen Coefficienten, so ist die 
Anzahl der verschiedenen Werthe der unabhängigen Variabeln, welche einem 
willkürlichen Werthe des Quotienten zweier willkürlichen Integrale derselben 
ym — 1) 

o0 


a 


Differentialgleichung entsprechen, grösser als 


a 


9. 


Wir betrachten die Gleichung (D) als eine algebraische Gleichung 
zwischen », & und bezeichnen sieh RIEMANN mit p die Classe dieser al- 
gebraischen Gleichung, d. h. die Anzahl der linear unabhängigen Integrale 
erster Gattung, welehe zu derselben gehóren. 

Seien J,, J,,.... J, solche linear unabhängige Iı 'grale erster Gat- 
tung, in der Form, welche nach dem Vorgange des H rn AroxHorD (') 
von CLeBscH und Herrn Gorpan(’*) eingeführt worden t, so dass also 





(1) dJ, — PAI) à Ys) ¥ DE c ‚Yy,dy, el, p 


9f 
a dy, t at “3 Dy, 





wo c, = 0 eine Curve # — 3'* Ordnung darstellt, welche durch die sämmt- 
lichen Doppelpunkte und Rückkehrpunkte der Curve (B) hindurchgeht. 


Nach N° 2 ist 
(2) D + e,y,dy, = (cu, + cu, + c,u,) d dz 


und nach Gleichung (C) 


: op L9. 0f o. TATUS Ws : P 
(3) CA qm +6, ER +6, 2m = (cu, + cu, + c,u,)M 


folglich ist 
» + ey, dy, A 
(4) dide... 1 esci 
9f , of ‘ 
^y. HET dy, 5^ OY, 


Nach N° 1 Gl. (24) ist 
dn\* dc 4 
(2) dy? wom 


(*) Monatsberichte der K. Akademie der Wissensch. zu Berlin, April 1861. 
(^) Theorie der Abelschen Functionen, S. 2, 
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Andererseits ist nach Gl. (C) 


; Vogel wi uei 
(6) go WoW dio paso? 


FS ea ; > 9° 
wenn man zur Abkürzung f, für = setzt. Bezeichnet man ferner = : 
OYx Yi0Yx 


mit f,, und mit #, den Coefficienten von f, in der Hessischen Covari- 





ante von f, so folgt 


dc ^ . 4 1 
d a = [F,(y,dy, — y,dy,) + FQ, dy, — y, dys) + Fi dy, — ydyi) - (n — If? 
3 


also 
27 
are : (Fu Eu, Fu? 


dz* u,(n — lf, > 





demnach nach Gl. (C) 
ae ech ste HS + Ef) u* 








di? fn — 1) 
also endlich 
a re Hana 
d?  (n—1y Js 


b dn: 5 ; nee Ch . 
Substituirt man diesen Werth in (5) und setzt ausserdem für = seinen 
ez 


Werth 











dz 4 AE 
ds y, ps y, M? 
so folgt 
1 _(n — 1D: 
(8) M: DXG)O 
also ist nach Gl. (4) 
+ cy,dy, ATE 
(9) à d E seit DE 
of a of of X 





^ dy, 3 0j, E oy, 


In den Gll. (4) und (9) sind 4, M, X Wurzeln rationaler Functionen 
von z, und zwar hat X dieselbe Bedeutung wie in Gl. (2) N° 1, M die- 
selbe Bedeutung wie in Gl. (C), während 


(10) Nee m 
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Durch einen beliebigen Umlauf von z möge y, in y’, übergehen, wo 


(11) x = uy + Axe + Axis, Se A ch, 


1 : , , 275 à ER ir n ^3 
so genügen y',, y',, Y, der irreductiblen Gleichung 


(12) KW, yo Y's) = 0. 


Es sind demnach ¢,(y’,, y',, y',) = 0 Curven » — 3'* Ordnung in RU sss 
welehe durch die Doppel. und Rückkehrpunkte von (12) hindurchgehen. 
Daher sind 


9x. Vas Ya) ew dy’, 








i = xS o 
x ur af af zI—S[ ED p 
may, * gy, T ay 


die p linear unabhängigen Integrale erster Gattung, welche zu der Glei- 
chung (12) gehören. Diese Integrale als Functionen von z sind demnach 
für keinen Werth von z unendlich. Setzt man für Ye U re 
Werthe aus Gl. (11)'in e,(y,, y',, y';), so wird 


€x, , ES Mey) = DAY; 5 Ya s 3/3); 
wo d, eine ganze rationale und homogene Function » — 3°" Grades ist. 


Ferner hat man nach Gl. (4) oder Gl. (9) 


Y tooy.dy, Y + cy,dy, 


; Sl) : 
EUN cq. be 
agp tgp har — ha T gy t on 

















wo 7 eine Einheitswurzel bedeutet, folglich ist 





D TIE dX, , Vas Ys) . n d 
J’, =) of n à f | of De C135 Vs 
€, dy, C3 dy, Ug dy, 





Da J’, für keinen Werth von z, folglich auch für kein Werthsystem 
Ji Yo» y, unendlich wird, so ist J’, ein Integral erster Gattung gehörig 
zur Gleichung (B). Hieraus ergiebt sich, dass ¢,(y,, y,, 9,) = €, Y'a; Y's) 
durch eine lineare homogene Function von @,(y,, 4, Ya) = = = - @ (1; Yas Ys) 
dargestellt wird, oder 
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L Die Functionen g,(y, Ya M... €, Yor Y,) genügen einer 
linearen homogenen Gleichung p Ordnung 
dao d? 
(D) qu bite nr Qu 0 


mit in z rationalen Coefficienten. 
Es sei U ein Umlauf der Variabeln z, durch welchen ein Quotient 
À zweier willkürlicher Integrale der Gleichung (D) ungeändert bleibt, 
ohne dass gleichzeitig 7s — ‘2 4s 4, wo Ys Y. y, die Functionen 
Ja BUT Sinn | Ys 
bedeuten, in welche resp. y,, y,, y, dureh denselben Umlauf übergehen, 
nämlich 


(13) Vx = Gui + Ges + als, x — 1, 2, 3. . 


Ist alsdann y, = b,, y, = b,, y, = b, ein Werthsystem, für welches 
A Null oder Unendlich wird, und setzt man 


(14) b,= Gb, + Gb: + abs, x = 1, 2,3 
so wird 2 auch für y, — /,, 9,=b, y, =’, Null resp. unendlich. 
Fixirt man daher p— 1 willkürliche Werthsysteme 0,,, da, b, von 


YS diss — 9. TUBES TREE welche A unendlich wird, so wird À 
auch für die p—1 Werthsysteme 











(15) DE MR + Azad jo Se Axsbis, x = 1, 2, 2 t= il; 2 PS 1 
von %,, y,, Y, unendlich. 

ar r : : - vc Die Dis Us bis 
Nach der Voraussetzung ist nicht gleichzeitig 2% — ^* und 28 — ^5. 

5 o Sp be ee 

iu u 11 il 

. Oye . . e» bs b's b'u D's . 
Andererseits ist auch nicht gleichzeitig mn und yog oder 
. Jin Pu ü Dn 


bi bp P ; Sc 00er : 

= Dis _ in da man die Werthe von z, welche zu einem Systeme 
lu bi, vi, bi, 

ba, Da, b, und zu einem Systeme b,, by, b, gehören, vollständig von: 


einander unabhängig gewählt hat. Demnach constituiren die Werthsysteme 


bi, da, ds und die Werthsysteme D',, /,, V3 9p — 2 verschiedene Werth- 
systeme, für welche 4 unendlieh wird. 
Bezeichnet man die durch zweimalige Wiederholung der Substitution 


(13) aus ^4, by, b, hervorgehenden Werthe mit 6’,, 6%», U",, so ist 


13 
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à 3 3 E D b" " bi b" TE b 
erstlich nicht gleichzeitig —" — ^ und -#=-%, oder —®=-= und 
E b b^, b^ b^ b^ bn 
ie iR bin bi b"s bi 2 : 
—5..-5, oder = -" und —®=—*, i>1, aus denselben Gründen wie oben. 
b il bu b il by b ü by < 


Andererseits ist auch, weil wir die zu 0, b,, b, gehörigen Werthe von 


bis bs 








z willkürlich gewählt haben, nicht gleichzeitig ~"= 2" und 28 = —® 
= ba bi, bi bi 
ohne dass auch gleichzeitig 
pu b bu bs 
(16) — — — und — —-- 
b = bi b a bir 


Da nun À durch den Umlauf von U ungeändert bleibt, so muss 
diese Function auch für die Werthsysteme /",, /",, b’,, unendlich werden. 
Nun aber kann À ausser für die 2p — 2 verschiedenen Werthsysteme 
(ba, bs, bu), (Dis Vs D) nieht mehr unendlich werden, da bekanntlich 
der Quotient der Differentiale zweier Integrale erster Gattung der Classe 
p für nicht mehr als 2p — 2 Stellen der Rırmanv’schen Fläche unend- 
lich wird;(" es müssen demnach die Gll. (16) stattfinden. Dieselben 
liefern wegen der willkürlichen Wahl der zu d,, bi, D,, gehörigen Werthe 
von z den Satz 

II. Giebt es einen Umlauf U von z, welcher y,, y,, y, überführt resp. 
in ya. Way Was und zugleich den Quotienten À zweier willkürlicher Integrale 
der Gleichung (D) unverändert lässt, ohne dass gleichzeitig I und 

Jil 1 
Ys Ys so muss eine zweimalige Anwendung dieses Umlaufes 2, 4% 
Un SE gh Yu 
ändert lassen. 

Wenn ausser dem Umlaufe U noch ein anderer U die Eigenschaft 
hat, dass durch dessen Anwendung À ungeändert bleibt, ohne dass zugleich 
der Quotient zweier willkürlicher Integrale der Gl. (A) ungeändert bleibt, 
so ergiebt sich wiederum aus dem Unrstande, dass A nur für 2p — 2 


unge- 


Werthsysteme von y,, Y,, 9, unendlich werden kann, wenn man mit b, den 


durch Anwendung der U entsprechenden Substitution aus 0,, hergeleiteten 
Werth bezeichnet, dass 


bis b; Dorils ba 
17 alt Puri Past 
( ) b; ba bi ba 














(*) Rırmann, Abelsehe Functionen, in Borchardts Journ. B. 54. 
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d. h. wegen der willkürlichen Wahl der zu b, gehörigen Werthe von 4, 
der Umlauf U führt den Quotienten zweier willkürlicher Integrale der 
Gl. (A) in denselben Werth über wie U, oder was nach dem Satze I 
N° 4 dasselbe ist, der Umlauf U führt y,, y,, y, resp. in pU APO an TUE 
über, wenn U dieselben Functionen resp. in 5, 5, Y, überführt, und 
wo j eine Einheitswurzel bedeutet. 

Es seien S, S|, S,.... S, , diejenigen Umlàufe von z, welche ein 
reducirtes Werthsystem eines willkürlichen Integrals © der Gl. (D), näm- 


(c—1) 


lich. :,, 30^, 91055 2. 0 hervorbringen. Jeder andere Umlauf bringt 


also nur einen dieser Werthe mit einer Einheitswurzel multiplicirt hervor. 
Den Umlàufen S, S,,.. (c—D 
eines willkürlichen Integrals y der Gleichung (A). Es können nicht zwei 


.. S, , entsprechen die Werthe y, y', y",....% 


der letztgenannten Werthe ein constantes Verhältniss besitzen, da sonst 
auch zwei entsprechende Werthe der Reihe c, o', w",.... "^? ein 
constantes Verhältniss hätten. — Die Umläufe 5S, U, S, U,.... S, ,U erzeugen 
die Werthe 49, 0*9, .... 9^7, während dieselben ©, ©',.... e^? nur 
mit constanten Factoren multipliciren. Die Werthe 59, 509, . , y 
unterscheiden sich der Voraussetzung nach von y, y, y",....3*^? nicht 
bloss um constante Factoren. Jeder andere Umlauf von 2 bringt aber 
nach dem obigen nur Werthe hervor, welche gleich sind einem der Werthe 
der Reihe y, y, w^,.... 7-7" multiplicirt mit einer Constanten. Diese 
letztere Reihe ist also ein reducirtes Werthsystem von y. 

Giebt es aber keinen Umlauf der Art U, so ist y, y, y^, .... 7? 
ein reducirtes Werthsystem von y. Man erhàlt also den Satz 

Ill. Ist » die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des 
allgemeinen Integrals der Gleichung (A), so ist à» oder » die Anzahl der 
Elemente eines reducirten Werthsystems des allgemeinen Integrals der Glei- 
chung (D), je nachdem es Umläufe der Art U giebt oder nicht giebt. 

Es.seien (y, G), t= 1, 2,....2p — 2 die 2p — 2 Stellen der RIE- 
MANN'schen Fläche (y, £), in welchen À einen willkürlich vorgeschriebenen 
Werth annimmt. Von diesen Stellen können p — 1 willkürlich gegeben 
sein. Wir bezeichnen die letzteren mit (y,, $), .. + - (x, 15 5-1); dieselben 
können so gewählt werden, dass sie zu p — 1 verschiedenen Werthen von 
z gehören. Wenn zu einer der übrigen Stellen (y,, &), - +» - (7s, 25,3) 
ein Werth von z gehört, welcher auch einer der ersteren p — 1 Stellen 


entspricht, wenn z. B. (y,,,, $,;) zu demselben z gehört, wie (y, &) so 
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gäbe es einen Umlauf von z, welcher 7,, & resp. in 2,,,, Gx überführte. 
Da durch denselben Umlauf À in sich selbst übergeführt wird, und bei 
willkürlicher Wahl von (7, &) -- -- 9-1, G1) die Gleichungen y,,, — 7» 
GG nicht gleichzeitig erfüllt sind, so wäre dieser Umlauf der Art U. 

Giebt es also keinen Umlauf der Art U, so gehören zu einem will- 
kürlichen Werthe von A genau e(2p — 2) verschiedene Werthe von 4, 
wenn man mit e die Anzahl der verschiedenen Werthe von 2 bezeichnet 
für welche gleichzeitig jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A) je 
einen gleichen Werth annimmt. 

Wenn es aber einen Umlauf der Art U giebt, so mögen mit 7’, C" die 
Werthe bezeichnet werden, in welche derselbe 7, £ überführt. Es nimmt 
alsdann A für (7, 6)... (mo 1 © ,) denselben Werth an wie AU (Hs eee 
055 6a) Da diese letzteren Stellen untereinander verschieden sind, so 
sind es auch die ersteren. Der Voraussetzung gemäss ist auch keiner der er- 
steren mit einem der letzteren übereinstimmend. Es fallen demnach (y,, &),... 
(95 55.5) mit (2,5 1). (25 0,4) Zusammen. Da die Werthe von 2, 
welche zu den verschiedenen Stellen (7,, £)....(, 1, & 1) gehören, von einan- 
der verschieden sind, so ergiebt sich, dass in dem Falle der Existenz eines 
Umlaufes der Art U zu einem willkürlichen Werthe von À genau e(p — 1) 
verschiedene Werthe von z gehören. Man erhält also den Satz: 

IV. Je nachdem es Umläufe der Art U giebt oder nicht giebt, ist die 
Anzahl der verschiedenen Werthe von z, welche zu einem willkürlichen Werthe 
des Quotienten zweier willkürlicher Integrale der Gleichung (D) gehören, 
e(p— 1) oder 2e(p — 1), wenn © die Anzahl der verschiedenen Werthe von 
z bedeutet, für welche gleichzeitig jeder Quotient zweier, Integrale der GI. (A) 
je einen gleichen Werth annimmt. 

Besitzt die Gl. (A) die Eigenschaft, dass nicht zu einem willkürlichen 
Werthe z ein Werth 2, 
grale der Gl. (A) in z und z, je einen gleichen Werth annimmt, so ist 
e— |]. Es folgt alsdann nach Satz II N° 4, Satz III u. Satz IV dieser N° 


gehört der Art, dass jeder Quotient zweier Inte- , 


(B) Uc Em 
oder 
pd 


9 
E 





:y 


2(p —1)2 


je nachdem es Umläufe der Art U giebt oder nicht giebt. 
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In beiden Fallen folgt fir p> 1 


(F) v<4. 


Wenn zu einem willkürlichen Werthe z ein Werth z, gehört von der 
Art, dass jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A) in z und z, 
einen gleichen Werth annimmt, so kann man, da n > 2, also die Gleichung 
(A) algebraisch integrirbar vorausgesetzt ist, nach N’ 3 durch Multiplica- 
tion der abhängigen Variabeln y mit einer Wurzel einer rationalen Func- 
tion von 2 und Transformation der unabhängigen Variabeln z in eine 
Veränderliche ¢ die Gleichung (A) in eine Gleichung überführen der Form 


je 


do 


a) oF 


+ 1,0 T + 1,049 + h,(t)o = 0 (s. dort Gl. (11)) 
mit rationalen Coefficienten, welche die Eigenschaft besitzt, dass nicht zu 
einem willkürlichen Werthe von ? ein Werth # gehört der Art, dass 
jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A”) in / und ¢, je einen gleichen 
Werth annimmt. (Satz VI N° 3). 

Die Natur der Transformationen welche von (A) zu (A”) führen 
bringt es mit sich, dass die Gleichung (B) auch für ein Fundamental- 
system @,, @,, @, von Integralen der Gl. (A") bestehen bleibt, dass also 


(18) a Or, N 


Bildet man die zu (18) gehörigen Integrale erster Gattung, so ist dem- 
nach die Anzahl der linear unabhängigen ebenfalls p. Da ferner nach 
Satz VII N° 3 die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems 
des allgemeinen Integrals der Gl. (A") mit der Anzahl der Elemente 
eines reducirten Werthsystems des allgemeinen Integrals der Gl. (A) über- 
einstimmt, so ergiebt sich, dass die Gleichungen (E) und (F) auch bestehen 
bleiben, wenn für einen willkürlichen Werth von z und noch andere Werthe 
2, jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A) je einen gleichen Werth an- 
nimmt. 

Das durch (F) ausgedrückte Resultat lässt sich auch folgendermassen 
aussprechen: 

V. Ist die Classe p der Gleichung (B) grösser als Eins, so ist die 
Anzahl der Elemente eines redueirten Werthsystems des allgemeinen Integrals 
der Gleichung (A) nicht grösser als vier, oder, was dasselbe ist, die Anzahl 
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der reducirten Wurzeln(') der algebraischen Gleichung, welcher dieses all- 
gemeine Integral genügt, ist nicht grösser als vier. 


6. 


Für 
p= 1 


gehört zur Gl. (B) nur ein Integral erster Gattung J. Es sei wie in N°5 


(Vis Ya AE ey, dis 








(1) el tay af 
a, Pay 


Führt man auf der rechten Seite die Variabeln 7, £ ein, so erhält man 
(2) dJ = 2,9 ed 


4 E : 1 - d : 
wo c, eine rationale Function von & Andererseits sind € und “7 vatio- 
€ PS M dz 


nale Funetionen von 7, 2. Folglich erhält man für die unabhàngige Vari- 
able z 
(3) - dJ = d(z, n)da 
wo d eine rationale Function von 2, 7. 
Nach N° 5 wird entsprechend einem Umlauf von z, welcher ¥,, y, y, 
. Br n Zr as NUS 
resp. in y,, y, y, überführt, 
(4) €, Vas Vs) =IPYr» Yar Ya)s 
wo j eine Constante und zwar, weil für n>2 e(y,, 9, ys) eine algebra- 
ische Function von z ist, eine Einheitswurzel bedeutet. Demnach ist 
ey Yor Ys) eine Wurzel einer rationalen Function von z Aus dieser 
Bemerkung und aus Gleichung (4) oder Gl. (9) N° 5 ergiebt sich dem- 
nach, dass auch | 


(5) dJ = Rdz, 


wo R Wurzel einer rationalen Function von z bedeutet. 





(!) Ueber die Bedeutung dieser Bezeichnung s. meine Arbeit in Borchardt s Journal 
IBS Rb wohl, We 8), 
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Setzen wir voraus, dass die Gleichung (A) so beschaffen sei, dass 
nicht für einen willkürlichen Werth von z und noch für andere Werthe 
von z jeder Quotient zweier Integrale der Gl. (A) je einen gleichen 
Werth annimmt, so ist demnach z eine rationale Function von 7, € Da 
wir vorausgesetzt haben, dass J das zu (7, C) gehörige Integral erster 
Gattung sei, so sind y, £ eindeutige Functionen von J, folglich ist auch 
z eine eindeutige Function von J. 

Demnach ergiebt sich aus dem Bestehen der Gleichung (5) nach den 
Untersuchungen der Herren Brior und Bovquer,(') dass R* oder R° eine 
rationale Function von z sein müsse. 

Unter derselben Voraussetzung über die Gl. (A) ergiebt sich auch, 
dass x, z eindeutige Functionen von J. Demnach ist auch die Classe 
der algebraischen Function z von z gleich Eins, und ¢(z, 7) nach Glei- 
chung (3) die Ableitung des zu (z, 7) gehörigen Integrals erster Gattung. 


Der Ausdruck 





x + c,y,dy, 


d ES MC DES 
Oy, ait dy, T^y 





bleibt ungeändert, wenn man an die Stelle von y, setzt by, + bios + Duas, 
wo D, beliebige Constanten bedeuten, d. h: der genannte Ausdruck ist 
von der Wahl des Fundamentalsystems y,, y,, y, unabhängig.  Gleicher- 
massen ist c(y,, w,, 4,) bis auf einen constanten Factor von der Wahl 
dieses Fundamentalsystems unabhängig, folglich ist auch bis auf einen 
constanten Factor À von der Wahl dieses Fundamentalsystems unabhängig. 


Aus (3) und (5) folgt . 
(6) E = de, 7) 


d. h. es ist R eine rationale Function von 7, 2. Wir behaupten aber, dass 
auch umgekehrt 7 eine rationale Function von z, R ist. Denn gäbe es 
einen Umlauf von z, welcher À ungeändert liesse, dagegen 7 in z' ver- 
wandelte, so würde in den beiden Blättern 7, z' der Rızmanx’schen Fläche 
der algebraischen Function 7 von z die Function R für dasselbe z den- 
selben Werth annehmen. Wir können aber das Fundamentalsystem 


(*) Journal de l'Ecole polytechnique t. 21, p. 222. 


Ueber lineare homogene Differentialgleichungen ete. 357 


Vs Yor 4, So wählen, dass für z — 2, wo z, ein willkürlicher Werth, in 


den beiden genannten Blättern 7 denselben Werth 7, erhält. Dann ist 


(2, 7) (2, x) 
(7) fre 7)dz = | sz, n)dz 
(21, 2) (a 73) 


d. h. gleich bis auf Vielfache von Periodicitàtsmoduln, für Integrations- 
wege, welche in den beiden Blättern 7, z' übereinander laufen. Es ist 
demnach in der genannten Rizmann’schen Fläche 


(1) 

(8) Je. 7)dz = 0 

(25 0) 
d. h. gleich bis auf Vielfache von Periodicitätsmoduln. Aus Gl. (8) folgt 
nach einem bekannten Satze, dass es eine rationale Function von 4, 7 
giebt, welche für einen beliebig gegebenen Werth und nur für diesen 
unendlich wird, dass demnach die Classe der algebraischen Function 7 
von z gleich Null sei. Da aber nach dem oben Bewiesenen diese Classe 
gleich Eins, so folgt dass es keinen Umlauf von z giebt, welcher À un- 
geändert lässt, ohne gleichzeitig 7 ungeändert zu lassen, dass also y eine 
rationale Function von z, À ist. 

Da eine gewisse Potenz jedes Integrals der Gleichung (A) eine ratio- 
nale Function von 7, 2 ist, so ergiebt sich auch, dass eine gewisse Potenz 
jedes solchen Integrals durch eine rationale Function von z, À dargestellt 
werden kann. 

Es ist daher, wenn À eine gewisse ganze Zahl bedeutet, 


(9) y — 0T a E d a R5 + ou IU, oder y^ = B, + HR + -:.. + 8.R", 


je nachdem R* oder AR“ rationale Function von 2 wird, wenn man mit 
a, und /, rationale Functionen von z bezeichnet. 

Die Anzahl der Elemente eines reducirten Werthsystems des all- 
gemeinen Integrals der Gl. (A) wird daher durch eine der Zahlen 2, 3, 4,6 
gegeben. 

Da nach S. VII N° 3 die Anzahl der Elemente eines reducirten 
Werthsystems des allgemeinen Integrals der Gl. (A) stets gleich ist der- 
selben Anzahl für eine Differentialgleichung dritter Ordnung, welche die 
Eigenschaft hat, dass nicht für einen willkürlichen Werth der unabhän- 
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gigen Variabeln und noch andere Werthe derselben jeder Quotient zweier 
Integrale derselben je einen gleichen Werth annimmt, und für welche 
gleichzeitig dieselbe Gleichung (B) erfüllt ist, so folgt allgemein der Satz: 

I. It p= 1, so ist die Anzahl der reducirten Wurzeln derjenigen 
algebraischen Gleichung, welcher das allgemeine Integral der Gleichung (A) 
genügt, durch eine der Zahlen 2, 3, 4, 6 gegeben. 

Es sei endlich 

pr 0. 

Alsdann giebt es bekanntlich eine rationale Function s von x, € 
(10) s = g(r, €) 


von der Beschaffenheit, dass 


as) » _.J(8) 
E JG) 3 f(s)’ 





(11) 


wo f(s), f,(s), f(s) ganze rationale Functionen 2" Grades der Variabeln s, 
ohne einen allen gemeinschaftlichen Theiler. 
Zn beliebiger Umlauf der Variabeln z führe 7, T resp. in 7, T 


über, so ist 





L2 > 
dar xls GTV gis GES pr ES si 3r 0357 ate ERS 


=> 
$3 sk: C0 te Hae 





E 
bo 
se 
Ss 

| 

d 

| 

| 
E 


Setzt man in die aus (11) sich ergebende Gleichung 
8 zx om; 59): 


wo also s' den Werth bezeichnet in welchen s durch den genannten Um- 
lauf übergeht, die Werthe aus (12) ein, so ergiebt sich nach Gl. (11), dass 
s' eine rationale Function von s. Da aber auch umgekehrt s eine rationale 
Function von s' sein muss, so folgt: 

Zwischen s und s' findet eine Gleichung der Form 


(13) ass + bs + es + d = 0 


statt, wo a, b, e, d Constanten sind. 
Wir setzen 
| ds 


(14) cu ds^ : 


Ueber lineare homogene Differentialgleichungen ete. 359 
Aus Gl. (13) folgt: 


ds’ ; be — ad ds 


LE), da — (as + c)? dz 


Da s nicht constant, so ist be — ad von Null verschieden. 


Nach dem genannten Umlaufe von z mögen £, £, resp. in AES 


übergehen, so ergiebt sich aus (14) und (15) 


SRL MEINE M AE 
iie be, — m1 un 
ne 1 A 2 
ure LO. RAS (bs + d) 
also 
1 += (ag, + ed) 
ODE — — i es, 
| Vbe — ad = 
(16) 
1 
e. L— D — bE + dé, . 
r amsn 2 


Da aber s, folglich auch &, &, algebraïsche Functionen von z sind, so 
lässt sich dieses Resultat auch folgendermassen aussprechen: 

Es ist s der Quotient zweier Integrale &, & einer linearen homogenen 
algebraisch integrirbaren Differentialgleichung zweiter Ordnung, mit der un- 
abhängigen Variabeln z und mit in z rationalen Coefficienten. 

Es sei 


(17) FAs) 7 &' = bE, ? &), (j= 1; 2, 3 


wo d, ganze rationale und homogene Functionen von Ë, En" Grades 
bedeuten. 


Aus den Gleichungen (11) folgt alsdann 
(18) Jo = p-,(E,, &) 2 — 2, 
Wenn nach einem Umlaufe von z, p, EN Sap Va EBD: In 9, e RI 
übergehen, so dass 
Mx = ah + Js + Gays, alte 
und nach Gl. (16) 


ACER A 
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ten 


wo 7, ebenfalls eine ganze rationale und homogene Function n Grades 


von &, £, bezeichnet, so ergiebt sich aus (18) 
(19) PLE: ; S3) = Plaats Sr Ayo + DRUM, 


5 ) . . E 
Demnach ist % eine rationale Function von s. 


1) 
| ) 


Wenn die Function ? für einen Werth von s verschwindet, so muss 
> 
für denselben Werth 
Gof + Af. + aufs = 0 Für — 208 
sein, d. h. da die Determinante der Grössen 4, nicht verschwindet 


the E Ir = (, if — 0 


sein, was nicht möglich ist, da f(s), f,(s), f,(s) keinen gemeinschaftlichen 
Theiler besitzen. 


| 


Demnach ist 4 eine Constante. Da aber p eine algebraische Fune- 


p 
tion von z ist, so folgt, dass o Wurzel einer rationalen Function von z. Also 

Il. Im Falle p — 0 ist das allgemeine Integral der Gleichung (A) 
abgesehen von einer Wurzel einer rationalen Function als Factor durch eine 
ganze rationale und homogene Function n°" Grades des Fundamentalsystems 
von Integralen &,, £, einer algebraisch integrirbaren linearen homogenen Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung mit in z rationalen Coefficienten, dar- 
stellbar (’). 

Betrachten wir nunmehr die Gl. (B) für den Fall » = 2. 


Es sei 
(20) 14,8, + 0,,4,* + 0,9, + 2a,,9,9, + Dsl + 2a,,9,9, = 0 
diese Gleichung, so ergiebt sich, wenn man mit z,, £ ein beliebiges Werth- 


system von 7, £ bezeichnet welches derselben genügt, und wenn man setzt 





pe - 
(21) 8 = 9. 
7 — 7o 
(29) b, + bs + b,s° u b+ bs + bs 


ES Tr m 





(') Ueber solehe Differentialgleichungen zweiter, Ordnung vergl. meine Abhandl. in 
Borch. Journ. B. 81. S. 97 und B. 85, S. 1. 
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Aus den Gll. (21), (22) ergiebt sich analog wie aus den Gll. (10), (11), 
dass zwischen zwei Zweigen s und s’ der Funetion s von z eine bilineare 
Gleichung von der Form (13) stattfindet. 

Aus dieser Gleichung folgert man wie oben, dass s der. Quotient 
zweier Integrale £, &, einer linearen homogenen Differentialeleichung 
zweiter Ordnung mit in z rationalen Coefficienten ist, jedoch mit dem 
Unterschiede, dass hier die Differentialgleichung zweiter Ordnung nicht alge- 
braisch integrirbar zu sein braucht, da s nicht algebraisch sein muss. 
Auch für diesen Fall gelten die Gll. (18), und in diesen sind die Func- 
tionen D, ganze rationale Functionen zweiten Grades, während » constant 
wird. Dieses Resultat ist mit dem in N° 2 Gegebenen übereinstimmend. 


~ 


(. 


Für die lineare homogene Differentialgleichung (A), zwischen deren 
Integralen eine Gleichung (B) besteht, ergeben sich nach dem Vorhergehen- 
den folgende- Resultate: 

I. Ist der Grad » der Gleichung (B) gleich zwei, so ist die Gleichung 
(A) übereinstimmend mit der Difterentialgleichung dritter Ordnung, wel- 
cher das Quadrat jedes Integrals einer beliebigen linearen homogenen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten genügt. 

IT. Ist » grösser als zwei, so sind die Integrale der Gleichung (A) 
algebraische Functionen von 2. 

Hierbei ergeben sich drei Fälle: 

a) Ist die Classe p der algebraisehen Gleichung (B) grösser als Eins, 
so ist die Anzahl der reducirten Wurzeln derjenigen algebraischen Glei- 
chung, welcher das allgemeine Integral der Gleichung (A) genügt, nicht 
grösser als vier. 

b) Ist p gleich Eins, so ist die Anzahl der redueirten Wurzeln zwei, 
drei, vier oder sechs. 

c) Ist p gleich Null, go sind die Integrale der Gleichung (A) ab- 
gesehen von einer. Wurzel einer rationalen Function als einem für alle 
gültigen Factor, rationale ganze und homogene Functionen »'" Grades des 
Fundamentalsystems von Integralen £ 


fe 
>? 
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" einer algebraisch integrirbaren 
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linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen 
Coefficienten. : 

Da jede algebraisch integrirbare Gleichung (A) die Eigenschaft hat, 
dass zwischen den Elementen des Fundamentalsystems y,, y,, y, eine 
Gleichung (B) besteht, so sind durch diese Resultate auch alle die Falle 
erschöpft, in welchen eine lineare homogene Differentialgleichung dritter 
Ordnung mit rationalen Coefficienten nur algebraische Integrale besitzt. 


Heidelberg 1882. 


SUR QUELQUES INTEGRALES DEFINIES 


Extrait d’une lettre adressée à M. Ch. Hermite 
PAR 


L. BOURGUET 
a PARIS. 


M. Heime a fait voir que 


1 = 
I (a) = OP GE ez liz 
av Sin a7 


l'intégrale étant prise le long d'une courbe qui contient l'origine et qui 
s'étend indéfiniment vers les x négatifs, sans qu'il soit nécessaire que cette 
courbe soit fermée. 

Dans une précédente lettre je vous ai exposé le résultat obtenu en 
intégrant le long de deux droites passant par l'origine. Ces résultats 
supposent que la partie réelle de « — 0. 

Je vais prendre à présent pour contour d'intégration une parabole 
ayant pour foyer l'origine. L'équation de la parabole est 


COS w + à sin w 
1 + cosa 


d'où 
— sin e + il + cos o) 
_—- da 


= (1 + cos w)’ 
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Done 
cos w 
al 14 cose l 
BZ E e EATS TCR 
(1 + cos o) 


0 
iten 2 
£5 





dw 


E e 
— itang — 


| (cos (a — l)e + à sin (a — 1)o||— sin © + i(1 + coso)e 
2 





| + (cos (a — l)e — i sin (a — 1)o sin © + il + cos w)le 


— [sin aw + sin (a — 1)) sin (tang 5) | 





261 — =~ tang? 1 
= ue. e SSS dw 
: 2 cos! 2 ‘hae e 
2 + (cos ae) + cos (a — 1)o cos | tang 9 
7 
je : -g taney | 10 ES o o e 
es e (: + tang 4 cos [ee — I)5 + tung | (tanz 2) 
n 
t ie Mie 29—12 = Q 
rs e 2” (1-- xz) *cos (2a — 1)arc tang z + z]dz , 
t 
par conséquent, 
5 ej A a=} x > 
l'(a) - oe a e- 3 (1427) ? cos (2a — ljare tang z + z]dr. 


* 
0 
Si nous faisons @ — ; et nous rappelant que /(3) — yz, il viendra 


x 
rs 


T 





ar. 
e 1?" cos: de = . 
2e 


D'un autre cóté on a 


bo ^ " 
2] 41 | 


Lond. 
e 337 de - V 
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Sur quelques integrales definies 


On déduit de ces deux intégrales 


1S 1 x TT 
"eos Sav = VE + Vz 


ou bien 
I —* costa da = V2 | 
[- 2° sin rede ei V5— yz] 


De l'intégrale 
" 
cz 


92e 


0 
L'intégration par parties donne 


une série d'intégrales. 


on peut déduire 
E 6 
2 ae . 5 
f: = 3” cosx dx = L 27 ozsinzde 
» 0 
= oo = 
e 3* xsine de fe 37° cost de — js x’ cosz dx 
0 0 $ 
ES 
d'ou 
= 
aeg 
e 27 g! cost da = 0 
J 
0 
& = 
r2? 
— | ei cosada. 


— A47 . 
f: 27 > sina de = 


0 
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Si, d'une maniere generale, on pose 


a8 


2 
Ao, = [-e x” cosx dx 


0 


ue 


HEUTE 
Asırı = Je 2% Mtl sing da 


il viendra 


Ces 


son 


Aon = Aon41 — 2nAon i 
Aon41 = — Agnzo + (2n + 1)45, 
forınules permettront de deduire ces integrales les unes des autres. 
Prenons, à présent, pour contour d’integration une parabole ayant 
sommet à l’origine, avec un petit cercle entourant cette origine, pour 


éviter ce point critique, nous rappelant que l'intégrale sur ce cercle est 
nulle lorsque la partie réelle de « est positive. 


d'ou 


L'équation de la parabole est 














— COS © ^q 1 ; 
z= —,—,—— (cos « + «sin w) = — cot’ w — i cot o; 
sin? w 
2cosw + isinw 
dz = ae SoS Je N! Q. 
sin? w 
Des lors 
i 
— cotta —1 
en e  -{—cosw\"* 
ez dz -— ATEN TET RCE CLE © 
sin’o V sin’o 
r nan Wo $ a 1,—1cot o 
| (cos (a — I)» + ? sin (a — 1)w)|2 eos o + t sin eje | 
dw 
.. 2110s 1,!cot o 
[pis [eos (a — 1)e — à sin (a — l)o][2 cos w — 1 sin ale | 
3 
— cot? w R a-1 | — [cos am + cos e cos (a — 1)a) sin (cot o) 
: € — COS © - 
24 ONERE RE PA | dw 
sim e V sin c& + [sin aw + cos w sin (a — 1)w| cos (cot a) 
F 
- 
d D cos D. \ 
24 —— | {sin [ao — cot e| + cos w sin [(a — 1)» — cot | | do 
sin’o V sin? c 
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| — 2)e — cot w| | dw 





— cot? u a—1 
e — COS o { Saar SERT 
{3 sin [ac — cot e| + sin ((a 





it sin? c | sin? c 
a t da 
IZ — (ST d). { 3 sin [ac — cot w| + sin [(a — 2)u — cot «| N = 
(sin w) sun o 
= 
. & 
=i fe “(1+ 2%)2""{ 3sin (x + aare eot(— z)) + sin [z + (a — 2)are eot (— «)]) dz 
0 
Donc 
1 e. 
aix ot Ha) ^ 





I\u) = == 
(a) 2 sin az 


0 


. [3 sin [z + a arc cot (— «)| + sin |z + (a — 2) are cot (— z)] | dz. 


SUR UNE RELATION DONNÉE PAR M. CAYLEY, DANS 
LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Extrait d’une lettre adressee a M. Mittag-Leffler 
PAR 


CH. HERMITE. 


Le n° d'Octobre 1882, du Bulletin des Sciences Mathématiques de 
M. DarBoux, contient à la page 215, une équation interessante pour la 
théorie des fonctions elliptiques, qui a été découverte par M. Cay ey, et 
donnée par l'illustre géomètre sous la forme suivante. Supposons les 
quatre quantités #, v, 7, s, assujetties à la condition | 


ute+tr +se(, 
on aura: ; 


—k'snasnvsnrsns 


J + chwenvenr ens 





1 ke 

>. dn x dn v An r dn s = — p 
Cette équation remarquable se démontre facilement au moyen des for- 
mules dont je fais usage depuis longtemps dans mes lecons de la Sorbonne, 
et qui donnent la décomposition en élements simples, des trois quantités: 


sna sn(z + a), en xen (x + a), dn z dn (x + a). 


Soit 
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la premiere de ces formules, n’est autre que la relation fondamentale de 


JACOBI, à savoir: 


| 1 
sn & sn (æ + à) = I a [Z(&) — Zw + a) + Z(a)]; 


nous avons ensuite 





» dnta : 
enzen(z +4)=ena— [Z(æ) — - Ale + a) + (a) 
dno dn (x + a) = dna = = [A(w) — Ze + a) + Za)). 
Cela étant, si l'on fait 4 — x et r +s— a, de sorte qu'on ait v= —x—a, 


la relation à établir devient 
k? snasn(# + a)snrsns 
+ eneen(z-a)enrens 


k? 


= dn x dn (w + a) dn r dns = — n 


En employant maintenant les formules que je viens de rappeler, et posant 


pour abréger: 


2 1 
D = ING (Z(x) — A(x + a) — Za)) 


on trouve 
Uk? snrsns + enrens(ena— Udna) 





dn a ki? 
—dnrdns ——Ucnal=—.; 
k k 
. / 
ou bien: 
(k? snrsns—enrensdna + dnrdnsena)U 
1 he 
+ enrens ena — nc dn r dn s dn a = — B 
v L 


e» 


Il suffit done de faire voir que l'on a: 


k? snrsns—ecenrensdna + dnrdnsena = 0 


1 
en r En s cha — p dn dn s dn a = om 
" [7 
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sous la condition r +s =a. Soit r = — r, et par consequents=a+ x, 
les relations que nous obtenons ainsi, a savoir 


k? sn «sn (x + a) + ene en (z + a) — dn z dn (z + a) dna = 0 


1 y 
cena cn (a + a) En a — pu x dn (a + a) An « = =A 
reviennent exactement a celles qui résultent des formules de decompo- 
sition en éléments simples que nous venons d'appliquer, en éliminant la 
quantité désignée par U. On trouve ainsi en effet: 


cnx cn (@ + a) = ena — sn & sn (ce + a) dna 
dn x dn (z + a) = dna — k° su & sn (x + a) ena; 


or en multipliant la premiere de ces égalités par dna, la seconde par 
ena, on en conclut, en retranchant membre à membre, la premiere des 
deux équations à établir. La suivante s'obtient par un calcul semblable, 
qui revient à l'élimination de la quantité sn x sn (x + «). 


ZUR THEORIE DER DISCRIMINANTEN 
VON 


EUGEN NETTO 


in BERLIN. 


Die nachstehende Arbeit knüpft an Untersuchungen an, welche ich 
früher unter gleichem Titel im »Journal für reine und angewandte Mathe- 
matik» B. XC, 164—186 veröffentlicht habe. Der Grund, welcher mich 
bewog, auf diese Untersuchungen zurückzukommen, ist in einigen Be- 
merkungen, vorzüglich aber in den neuen, grundlegenden Anschauungen 
zu suchen, die sich in der bedeutenden Abhandlung des Herrn Knoxrckzn: 
»Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen» finden. 
Zu jenen Bemerkungen zähle ich die (S. 22) gemachte Angabe einer 
Gleichung, für die es Wurzelgattungen ohne Gattungsdiscriminanten giebt; 
sie rief die Untersuchungen in $ 5 und $ 6 der nachfolgenden Arbeit 
hervor; — ferner den Satz auf S. 42 ($ 13) über Functionen einer Gat- 
tung, deren conjugirte sämmtlich von einander verschieden sind; sie ver- 
anlasste die Ableitungen in $ 2. 

Besonders aber waren es die im zweiten Teile der Krowecker’schen 
Abhandlung auseinandergesetzten Principien über Divisorensysteme, welche 
mich bewogen, den einfachen Fall der Discriminanten algebraischer Glei- 
chungen in dem neuen, überraschenden Lichte dieser tiefliegenden und 
doch ihrem Wesen nach so einfachen Grundanschauungen von neuem zu 
behandeln. Die algebraische und die substitutionentheoretische Methode 
der Untersuchung weisen sich hierbei, als in wichtigen Punkten einander 
ergänzend aus, so dass es nicht angethan schien, die eine zu Gunsten der 
anderen zu unterdrücken. 
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it 


Sr 


Es ist fiir unsere Untersuchungen ein Punkt von besonderer Wichtig- 


keit, dass auf die Natur der Discriminante 


2 


Dy = (9, — 91) (9; — $s)" (9-1 — v2) 


einer gegebenen p-wertigen Funetion e(r,, 7,,.... 1,) der » von einander 
r, nur solche algebraischen Beziehun- 


DE n 


= . Alan 
unabhängigen (zrössen Ti, x 


gen von wesentlichem Einfluss sind, welche in der Gleichsetzung zweier 
oder mehrerer der Elemente w bestehen. 

Um den Kern dieser Verhältnisse klarzulegen, müssen wir einige 
elementare und fundamentale Theoreme vorausschicken, deren Bedeutung 
darin liegt, dass zwischen vorher willkürlichen Grössen bestimmte alge- 
braische Relationen eingeführt werden; dass also sogenannte »allgemeine» 
Sätze bei tatsächlich gegebenen Verhältnissen Anwendung finden sollen. 

Wir verstehen unter 4,, à, 2, .... à, willkürliche Constanten, unter 
F,a Ds... 07, vorläufig unbestimmte Grössen und betrachten die lineare 


Verbindung der x 
(1) d, RG + eV, 3E VAR zE WU T Oy. 


Bei allen möglichen Vertauschungen der x untereinander erhält &, eine 
Reihe von Werten, die ihre Formen nach von einander verschieden sind. 
Die Operationen der Vertauschungen bezeichnen wir als Substitutionen; 
es giebt deren x!, falls man diejenige Substitution mitzählt, welche keins 
der x von seiner Stelle rückt. Es mögen s, s,,....s, diese Substitu- 
tionen sein, und s, soll die letzt erwähnte identische Substitution bedeuten. 
Wir verstehen ferner unter &, denjenigen Wert von d,, der durch die 
Anwendung von s, aus d, hervorgeht. (Setzen wir etwa 
ı = Bo FPE + Per + | E, 

so sei auch hier y, der Wert von y welcher durch s, aus y, hervor- 
gerufen wird.) Der Index des Ausdruckes wird also durch die Substi- 
tution bestimmt. 


Falls man für die x besondere Werte einsetzt, brauchen die »! Aus- 
drücke d, ihren Werten nach nicht sämmtlich von einander verschieden 
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zu sein. Sind einige der r untereinander gleich, so ist eine derartige 
Verschiedenheit nicht einmal mehr möglich. Über die hierbei eintreten- 
den Umstände war bisher, meines Wissens, nur der folgende Satz be- 
kannt: Es können beliebige Beziehungen algebraischer Art zwischen w,, x,, x, 
bestehen; so bald durch dieselben nur nicht die Gleichheit einiger der Elemente 
x festgesetzt wird, ist es stets möglich, beliebig viele Systeme a,, 4,....a, 
der Constanten a zu liefern, für welche alle n! Ausdrücke d», d,,....4, 
ihren numerischen Werten nach von einander verschieden sind. (^) 

Diesen Satz wollen wir erweitern und die neue Fassung beweisen. 
Die Erweiterung bezieht sich auf Folgendes: Wenn für Gleichsetzungen 
der r gewisse Gruppen von Werten der d bei jeder Wahl der « einander 
gleich werden, dann kann der hierdurch bestimmte Charakter dadurch 
nicht geändert werden, dass man neue Beziehungen unter den #,,....: p? 
festlegt, welche keine neuen Gleiehsetzungen der x zur Folge haben. 

Wir setzen voraus, es würe etwa 


(A) eh Var Se rt eo ENT 


Dann werden ersichtlich von den »! Ausdrücken &,,....d, genau =o 
Gruppen von je jy; Ausdrücken je einen und denselben Wert annehmen, 
so dass für d^ höchstens s verschiedene Werte bestehen können. Einem 
beliebigen d, werden nämlich alle diejenigen d gleich, welche aus ihm 
durch Substitutionen hervorgehen, in denen nur z,, z,,....: r, und ebenso 
Vy, %,,-.--@ unter sich vertauscht werden. Wir wollen diese Substi- 
tutionen, deren Anzahl ph! ist, zum Unterschiede von den übrigen mit 
t,, t,, t,,.... bezeichnen; wir behalten aus jeder der o Gruppen einen 
Repräsentanten zurück, ¢’,, d',,....d". Jetzt nehmen wir weiter an, es 
träten neue Beziehungen unter den x auf, welche durch die irreductiblen 


Gleichungen 


(B) Fa, m) = 0, Fila, tn) = 0 


dargestellt werden, und über deren Natur lediglich das Eine festgesetzt 
sei, dass durch sie keine weiteren Gleichsetzungen unter den x hervor- 
gerufen werden. Dann lassen sich, wie die J’, auch sonst beschaffen sind, 


(*) Vel. meine »Substitutionentheorie» $ 32. 
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a, derart bestimmen, dass nach 


Je". 7n 


unendlich viele Systeme der 4,, a 
wie vor d^, d’,,....¢, von einander verschieden bleiben, dass es dem- 
nach o numerisch von einander verschiedene Werte des d giebt. 


Um den Beweis zu führen, setzen wir 


bi by, = a, (y, tn) tr Aa) + rr Maler, = 22, )- 


Hier werden » der x, und ebensoviele der x, gleich x,; » der x, und 
ebensoviele der x, gleich x,. Unseren Festsetzungen gemäss können die 
Coefficienten der a nicht sämmtlich verschwinden; denn dies trite nur 
dann ein, wenn ¢’, aus ¢’, durch eine Substitution ¢ ableitbar wäre, was 


ja aber ausgeschlossen ist. Wir betrachten das über alle Combinationen 
von je zwei d’ ausgedehnte Product 


I^, — d^) = Da (es, — 22) + al, — 2) + + ala, — 22). 


Unsere Behauptung kann jetzt die Form annehmen: das aufgestellte Pro- 
duet verschwindet nicht für alle Wertsysteme der a. Wir sortiren die 
Factoren des Products der rechten Seite; zuerst betrachten wir die, bei 
denen der Coefficient von 4, nicht Null ist; dann die, bei denen er Null 


ist, während der von 4, nicht verschwindet; dann die, bei denen die 


2 
beiden ersten Coefficienten Null sind, der dritte jedoch nicht; u. s. f. 
Bei der ersten Klasse können wir es durch passende Wahl von a,, ohne 
Beschränkung von 4,, 4,,.... dahin bringen, dass die zugehörigen Fac- 


toren nicht Null werden. Dazu ist nur nötige, dass à, keinen der Werte 


a5 (a, —%,) +" + m, — %,) 





ep, — an, 


erhält, deren Zahl endlich ist und deren Wert wegen des nicht ver- 
schwindenden Nenners angebbar sein wird. Bei der zweiten Klasse können 
wir dasselbe durch passende Wahl von 4, ohne Beschränkung von a, a, .... 
erlangen u. s. f. Wählt man demgemäss a, in den Factoren der letzten 
Klasse (für welche die Coefficienten von @, 2,,.... 4, , verschwinden) 
ganz beliebig, bestimmt «a, , durch das Nichtverschwinden der Factoren 
der vorletzten Klasse u. s. £, dann erhält man Systeme von 4,,2,,....2,; 


für die kein d", einen d’, gleich wird. Eine Einwirkung der F\, F,,....F, 


Y 


Zur Theorie der Diseriminanten. oTt 


© 


ist also überhaupt nicht zu bemerken. Hieraus folet: Auf die Gleichheit 
der verschiedenen Werte von linearen Ausdrücken der Form 


b=a, + am + ag, + Gat, 


haben nur diejenigen Beziehungen unter den x bestimmenden, d. h. von der 
Wahl der a unabhängig bestehenden Einfluss, welche in der Gleichsetzung 
einzelner x selbst begründet sind. 


AN 


2. 


Wir setzen zunächst für den ersten Teil dieses Paragrafen die x 
wieder als völlig unbestimmte Grössen voraus. 

Einer jeden unter den z,, %,,....%, möglichen Funetionengattung (7) 
entspricht eine charakteristische Substitutionengruppe, welche »die Permuta- 
tionen der Gattung» enthält. Dies heisst: die Gruppe @ der Gattung 6 
umfasst alle und auch nur diejenigen Substitutionen, welche die Form 
der sämmtlichen zur Gattung (9 gehörigen Functionen y, y',y',.... nicht 
verändern. Wenn diese Substitutionen 


sind, so deuten wir die Gruppe @ wohl auch kurz durch 


Glen et $8 


2 a) 


an. Die Zahl v, die Ordnung der Gruppe, zeigt demnach, für wie viele Sub- 
stitutionen die Functionen y, y’, y”,.... der Gattung.© ungeändert bleiben; 
! 
1 : : i . n 2 : 
hieraus folgt, dass diese Functionen je — — y verschiedene Werte besitzen. 
y 


Die zu y® gehörigen mögen y, yf,....y sein, derart, dass wir y® 


auch = y(” setzen; alle diese Werte heissen die »conjugirten Werte» von y; 
sie bestimmen »conjugirte Gattungen» 6,, 6,,....6,, wo wir auch 6) gleich 
6, annehmen; zu ihnen gehören »conjugirte Gruppen» G,, G,,....G,, wo 
endlich auch G mit G, identisch sein soll. Die o conjugirten Werte 





(') Über die hier benutzte Terminologie, welche sich der von Herrn KRONECKER 
gebrauchten genau anschliesst vgl. L. Kronecker: Grundzüge einer arithmetischen Theorie 
der algebraischen Grössen; S. 6 ff. 
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ten 


einer Function y sind die Wurzeln einer Gleichung Grades, deren 
! g p , 


Coefficienten dem aus den elementaren symmetrischen Funetionen 
1) fp Se bay + btn, À = Hu Here Hinten fn = Rn 


gebildeten Rationalitätsbereiche angehören. 

Da conjugirte Werte aus einander durch Anwendung gewisser Sub- 
stitutionen hervorgehen, so besitzen sie sämmtlich denselben Typus. Wir 
wollen eine der Substitutionen, welche y, in y, umwandelt mit c, bezeich- 
nen; dann erhält man sämmtliche Substitutionen derselben Eigenschaft 
durch so; (A= 1, 2,....r) oder kurz durch, G, 
Function derselben Gattung, so bezeichnen wir mit j^ denjenigen ihrer 
conjugirten Werte, welcher aus jj? durch @, .o, abgeleitet werden kann. 


.0,. Ist y® eine andere 


Sämmtliche »! Substitutionen lassen sich in die folgende Tabelle ein- 


ordnen 
ES 835 HE 6, 
8,9, , 846; , $r 05, 6, 
(€) 
8,6, ; $405 °°°! 8r0p; 6, 


bei welcher die i* Zeile alle diejenigen und nur die Substitutionen enthält, 
welche y@ in y umwandeln. 

Wir gehen nach der Recapitulation dieser bekannten Begriffe und 
Bezeichnungen dazu über, Functionen j/? mit Hülfe der im ersten Para- 
grafen aufgestellten d zu bilden. 

Wenden wir G, auf ¢, an, so entstehen dadurch » Ausdrücke 


! [ / ! 
aan (5:3 SEES tns 


welche ihrer Form nach von einander verschieden sind. Jede symme- 
trische Function derselben bleibt für 6, ungeändert und gehört also zur 
Gattung ($, oder zu einer unter ©, enthaltenen Gattung.  Richtet man 
jedoch die symmetrische Function so ein, dass sie nur dann ungeändert 
bleibt, wenn die @ mit einander vertauscht werden, dann gehört sie wirk- 
lich zur Gattung 6,. Bei 


(2) y — hi ài eb 
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kann der erstere Fall für e — 1 eintreten; denn hier bleibt möglicherweise 
d, auch ungeändert für Substitutionen, welche nicht zu 6, gehören. Für 
ein unbestimmtes e geht dies aber nicht mehr an. 

Aus der Tabelle (C) erkennt man, dass alle #! Ausdrücke von d in 
die » conjugirten %,, y, .... y, als Summanden eingehen; jeder Wert von c 
kommt überhaupt nur einmal vor; es ist also schon durch das Auftreten 
eines d, das zugehörige y, unzweideutig bestimmt: es ist dasjenige, in 
dessen Zeile der Tabelle (C) die Substitution s, auftritt, welche d, in d, 
umändert. Dieselbe Substitution s, führt demnach auch y, in y, über. 
Allgemeiner: enthält y, den Summanden dq, y, den Summanden qv und 
geht @, in d durch die Substitution + über, so geht auch y, im y, durch 
dieselbe Substitution über. 

Wir haben bisher in diesem Paragrafen die x als unbestimmte Grössen 
angenommen; von jetzt ab wollen wir die Voraussetzungen (A) und (B) 
des ersten Paragrafen selten lassen. Wir wählen die « derart, dass 


! 
Ng y Fos d g = ier 
Pis Cg. nice uly! 
4 


von einander verschieden sind. Dann erkennt man ohne jede Schwierig- 
keit, dass die Willkür, die bei der Wahl von a, herrscht, dazu benutzt 
werden kann, auch die Moduln der 4" von einander verschieden zu 
machen. Hierbei sei 


mod, //, > mod. //, > ---- > mod. d",. 


Endlieh kann man den ganzzahligen, sonst aber beliebigen Exponenten e 
so gross annehmen, dass man erhält 


ve te re ve\ 

931 > ls + da +... UL 

= e re re 

d'a > pls + d'a Hesse + do) 
te re 
(Us as 


der Kürze halber sind die &' statt ihrer Moduln hingeschrieben. Aus 
unseren Festsetzungen ergiebt sich, dass eine Gleichung 


/ , re 1e ve te 
mag? + mad E Fer Ema m aer ftd sn dt ta B (m, 1 =p) 


Acta mathematica. I. 48 


oo 
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nur dann bestehen kann, wenn alle entsprechenden m, y einander gleich 
sind. 

Unter den jetzt geltenden Annahmen (A), (B) geht die oben gebil- 
dete Function y, aus ihrer allgemeinen Gestalt 


(2°) yim Pu by + pd, 
in die besondere Form 
y; — maa d ME, +--+ ML, 


über, da gewisse Werte ¢,, d.,.... gleich 4", u. s. w. werden können. 
Sollte nun durch (A), (B) eine Gleichheit zweier conjugirter Werte her- 
vorgerufen werden, etwa 

4i = Yes 


so folgt wegen (3) dass y,, y, dieselben Summanden d" enthalten. Dies 
erlaubt den Rückschluss, dass vor dem Gelten yon (A), (B) beide con- 
jugirte Werte y,, y, nur Summanden derjenigen Gruppe enthielten, als 
deren Repräsentanten wir 4’, zurückbehalten haben. Zwei derartige Sum- 
manden können durch Substitutionen / in einander verwandelt werden, 
in denen nur die 2,, Bar... + Da, und die d$», f... sich unterein- 
ander umstellen. Nach unseren obigen Ausführungen leitet dann ¢ den 
ganzen Summandencomplex der Function y, in den von y, über. 

Dass umgekehrt alle diejenigen Functionen, welche durch Substitu- 
tionen ¢ aus einander hervorgehen, durch (A), (B) einander gleich werden, 
ist selbstverständlich; es geht aber aus unserer Beweisführung auch her- 
vor, dass dieser a priori ersichtliche Fall auch der einzige ist, in wel- 
chem conjugirte Werte 9, y einer jeden Function y der Gattung ein- 
ander gleich werden; und es ist von Wichtigkeit zu bemerken, dass nur 
die Bedingungen (A) nicht aber die Festsetzungen (B) einen Einfluss dabei 


haben. 

Herr Kronecker hat gezeigt, (') »dass sich. für irgend welche gegebenen 
Werte $, f,,....,f, vom (1) — vorausgesetzt nur, dass nicht zwei der x 
einander gleich werden — stets unendlich viele specielle Functionen jeder 


Gattung & bestimmen lassen, deren sämmtliche conjugirte unter einander ver- 





(*) Grundzüge einer arithmetischen Theorie m. s. w., S. 42, 


"7 
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schieden sind.» Diesem Satze können wir jetzt folgende Erweiterung zur 
Seite stellen: Auf die Gleichheit conjugirter Werte aller Functionen einer 
Gattung haben nur diejenigen Beziehungen unter den x einen bestimmenden 
Einfluss, welche in der Gleichsetzung einzelner x bestehen. 

Beachtenswert ist, ferner noch der Umstand, dass wir Functionen y 
construirt haben, bei denen aus y, — y, auf die Existenz der Substitution 
t geschlossen werden kann, welche y, in y, verwandelt. Denn weil die 
Substitution von der Wahl der Function y unabhängig ist, so folgt, dass 
für jedes beliebige y stets y = »(? sein wird. Das Gleichwerden con- 
jugirter Werte findet also seinen genauen Ausdruck in Gruppeneigen- 
schaften. Somit ist auch ersichtlich: Verschwindet die Discriminante D, 
Jeder beliebigen Function y der Gattung & für gewisse Beziehungen (A), (B) 
unter den x, so ist dieses Verschwinden nicht nur für D,, sondern auch für 
gewisse Differenzen y, — y, invariant. 


Der zuletzt aufgestellte Satz erlaubt uns, statt des Verschwindens der 
Discriminante selbst, dasjenige der Differenzen y, — y, zu untersuchen. 

Herr Kronecker hat für Functionen mit mehreren Veränderlichen 
eine Erweiterung des Begriffes der Division gegeben. () Verschwindet eine 


ganze Function g(r,, 7,,....2,) der Veränderlichen x, #,,...., sobald 


gewisse Beziehungen platzgreifen, welche durch die Gleichungen 
(B) F(a, ie ats) = 0, DRE F(x, Ra) 


dargestellt werden, dann ist g als ganze lineare Function von F\,....,F, 
darstellbar, mit Coefficienten, welche rationale ‘ganze Function von +,, 
quu m asind: 

(1) g(z, yg) = Pg, m), seg) dee Dr (o om )F I, era). 
Wir schreiben dies den Einführungen des Herrn Kronecker entsprechend 
(1) Gla, y ms) m 0, (modd. F,, F,,-..., Fx) 


nennen F\, F,,...., F, ein »Modul- oder Divisoren-System k*" Stufe» von 
9, und sagen, dass g dieses Divisorensystem enthält. 


(ofa am OS S72 IT: 
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Hiernach können wir die Resultate unserer bisherigen Untersuchun- 
gen folgendermassen aussprechen: 

1) Jedes Modulsystem der Discriminanten D, der Gattung & ist gleich- 
zeitig Modulsystem einer bestimmten und durch die Gruppe @ der Gattung 
bestimmbaren Differenz y, — y,, unabhängig von der Wahl von y. 

2) Alle Modulsysteme der Discriminanten D, bez. der Differenzen 
y, — y, bestehen aus Functionen der Form 


Bass ghe-%, 
ar Ta pi 


3) Die Modulsysteme von y, — y, werden simmtlich durch diejenigen 
Substitutionen bestimmt, welche y; in y, umwandeln. Hierzu ist es nur nötig, 
dass alle diejenigen Elemente x, welche je einen Cyklus einer solchen 
Substitution bilden, einander gleich gesetzt werden. 

Es fragt sich nun umgekehrt, ob aus jeder Substitution, welche y; 
in y, umwandelt, ein Modulsystem gebildet werden kann. Dies ist nach 
dem, am Schlusse des vorigen Paragrafen Besprochenen zwar an und für 
sich klar; jedoch müssen einige hierbei auftretende Punkte noch weiter 
untersucht werden. Dieselben beziehen sich auf die Zusammensetzung 
von Modulsystemen. Wir wollen zunächst an einem einfachen Beispiele 
die Frage klarstellen. 

Es sei in dem Bereiche der vier Variablen x 


Lr d 


jp 73x, x, eme, Func- 


4 
tionengattung '($. durch 


G, = {1. (e, u.a.) (2,%,%, ] 
bestimmt. Eine der zur Gattung gehörigen Functionen ist 


= a3 ap a Bg 
Yi £a + 920% + 203%» 


Der conjugirte Wert ^ 
Ya = x24 + xia + al 
von y, ist durch die Substitutionen 


Yo — Max Yrrzsz , x 
G8, = m). (rau), (2,2,2,2,)} 


aus dem ersteren Werte entstanden. Wir erhalten demnach drei in y, — y, 
enthaltene Divisorensysteme, bemerken aber zugleich, dass verschiedene 
Substitutionen gleiche Modulsysteme hervorrufen können, sowie dass einige 
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Modulsysteme erfüllt sein können, falls bereits andere einfachere befriedigt 


sind. Die hier auftretenden sind 


Dar: II) q m: % qc eg qe 


1 4? 
Dass jedes derselben wirklich in 


4 a 


yi — Yo = (et — ata’ + (at — oos 


wa 


a—1- a-—2 B 8— 8—2 
= (a—a,) {fet + af an + af + [af + af ome 


enthalten ist, leuchtet ein; dass ferner ein. aus D, II) componirtes Sy- 
stem (^ nicht vorkommt, ist gleichfalls daraus ersichtlich, dass der zweite 
Factor überhaupt für keine Gleichsetzungen der # mehr zu Null wird. 

Wir werden daher, um die Divisoren von y, — y, zu ermitteln, aus 
den Substitutionen des Complexes Gs, nur diejenigen zur Bildung von 
Modulsystemen verwenden, bei denen die Elemente der einzelnen Cykel 
nicht gänzlich in den Elementen der einzelnen Cykel anderer Substitu- 
tionen auftreten. (Die früher von mir benutzte Benennung des »Enthal- 
tenseins», durch welche ich diese Beziehung von Substitutionen zu einander 
andeutete, gebe ich auf, da sie mit der bei Modulsystemen gebräuch- 
lichen Verwendung dieses Wortes nicht übereinstimmt.) 

Ein zweites Bespiel mag auf eine weitere hier auftretende Eigentüm- 
lichkeit aufmerksam machen. Es sei, wieder in dem Bereiche von vier 
Variabeln 

Gr = [L, (,2,2,2,); (#,%,)(w 2, ), (&,%,%,%,)| 


2 523 2o» 3 5 A 
y, omm, dmm, dme, d ms 


2 2 we : AS 
Y = dt +R dE, dmm, 


dann wird 
Gs, = (,%,), (#2, (Wy), (3%), (x, )(r,2,)] 


D ay SS am, — 2) Fe, en MH E zu. 


Das Auftreten von (v,7,) und von (x,x,) in dem Complexe Gs, 
äussert sich durch das Vorhandensein der beiden Factoren (x, — x,) und 





( Vgl Kronecker, a. a. O. S. 77 ff. — sowie auch die weiteren Ausführungen 
dieses Paragrafen. 
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(x, — x,); dasjenige von (rix,)(r,x,), (rx,)(r,x,) durch das Verschwinden 
des letzten Factors 


d = («, + 4) —(@, + x) 
für die beiden Gleichungssysteme 
8-09, rx, —0; ID 0-24 U, 
welche den Modulsystemen 
E t er DM) Oz 2 4 


entsprechen. Dass d aber auch das aus I’), Il’) componirte Modulsystem 
in sich schliesst, ist nicht unmittelbar ersichtlich noch auch richtig. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit der Klärung dieser Verhältnisse; 
dazu müssen wir, wie dies ja bei dem vorliegenden Thema natürlich ist, 
auf die grundlegenden Untersuchungen des Herrn KmoNECKER unser 
Augenmerk richten. Wir entnehmen denselben folgende begrifflichen Fest- 
setzungen: (') 

I. Es ist für zwei Functionen M, M' von » Veränderlichen z;,, z,,....,4, 


M=M (modd. M, M,, M,,---), 


wenn die Differenz M — M’ das Modulsystem (M, M,, M,,....) enthält. 

IL . Ein Modulsystem (M,, M,,....) enthält ein anderes (M',, M',,....) 
wenn jedes Element des ersteren das Modulsystem (M’,, M’,,....) enthält. 
Wenn jedes der beiden Modulsysteme das andere enthält, so sind sie 
einander aequivalent, und dies wird durch: (M,, M,,...) - (M',, M',,....) 
bezeichnet. 

IH. Ein Modulsystem (M,, M3, 509, e dessen einzelnen Elemente 
durch die verschiedenen Producte von je zwei Elementen M", M", zweier 
Modulsysteme (M, M’,,....), (M",, M”,,....). gebildet werden, heisst aus 
diesen beiden Systemen zusammengesetzt oder componirt, und diese beiden 
Systeme sollen, wegen der Analogie der Composition mit der Multiplication, 
auch als Factoren bezeichnet werden. 





(!) a. a. O. S. 77—78; 84; 85. Hier findet man die unter Nr. I bis "IX. ge- 
gebenen Sätze; X ist auf S. 85 VII, sowie auf persönliche Mitteilungen seitens des Herrn 
KRONECKER gegründet. 
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Der Ausdruck »Composition» soll ohne Weiteres auf aequivalente 
Systeme übertragen und demnach auch jedes, dem System (Mn) aequi- 
valente System als aus den beiden Systemen (M^, (M") componirt be- 
zeichnet werden, so dass die Elemente des componirten Systems als bili- 
neare Functionen der beiderseitigen Elemente M’, M" mit ganzen, dem 
Bereiche angehörigen Coefficienten zu charakterisiren sind. 

IV. Ein Modulsystem heisst irreductibel, wenn es nicht aus zwei 
anderen zusammengesetzt ist, deren jedes ein Modulsystem im eigentlichen 
Sinne des Wortes ist. 

V. Eine algebraische Form soll als eine andere Form »enthaltend» 
bezeichnet werden, wenn das Coefficientensystem der letzteren in dem der 
ersteren (nach der in II enthaltenen Bestimmung) enthalten ist. 

VI. Ist die Form F in F,, aber auch umgekehrt Æ in F enthalten, 
so sind die beiden Formen einander »absolut: aequivalent» (Vgl. ID. 

VII. Eine Form, welche durch wirkliche Multiplication von zwei 
anderen Formen entsteht, und jede einem solchen Product aequivalente 
Form soll eine aus den beiden ersten zusammengesetzte oder componirte 
Form genannt werden. 

VIII. Eine eigentlich primitive Form ist dadurch charakterisirt, dass 
ihre Coefficienten keinen Divisor irgend einer Stufe mit einander gemein 
haben. Jede eigentlich primitive Form ist absolut aequivalent Eins. 

IX. Eine Form wird als »micht zerlegbar», »irreductibely oder als 
»Primform» bezeichnet, wenn sie keinem Producte von zwei nicht primi- 
tiven Formen des festgesetzten Bereiches acquivalent ist. 

X. Die Aequivalenz wie die Primitivität lässt Abstufungen zu: Eine 
Form ist wneigentlich primitiv zur ki’ Stufe, wenn ihre Coefficienten keine 
Divisoren von k“' oder niedrigerer Stufe gemeinsam haben. Zwei Formen 
sind wneigentlich aequivalent zur k“" Stufe, wenn sie in allen Divisoren von 
der ersten bis zur k’" Stufe übereinstimmen. 

Auf diese letzte Definition: können wir uns stützen, um die Modul- 
systeme in einer unserer Differenzen y, — y,, wenigstens so weit es für 
unsere Zwecke erforderlich ist, zu componiren. Wir benutzen dazu, den 
Begriff der uneigentlichen Aequivalenz der X" Stufe; dann dürfen wir 
einer Form als Factor eine Form, die uneigentlich primitiv von höherer als 
der A" Stufe ist, hinzufügen, weil dadurch der Charakter der Divisoren- 
Systeme, soweit diese in Frage kommen, nicht geändert wird. 
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Beschränkt man sich bei unserem zweiten Beispiele, bei welchem die 
Notwendigkeit einer allgemeineren Auffassung handgreiflich wurde, auf 
Aequivalenzen, welche die zweite Stufe nicht überschreiten, so sind für 
die unbestimmten Grössen #,, ^ 


» Uy, ", die Formen 


d, 0d ua, — a) + u, — v.) tu —+,) + u(x, — @,)| 


einander aequivalent. Das letztere Product ist als homogene, lineare 


Funetion der vier Producte 
(x, — =), — %,), (v, — an, (a, = %,), (a, = NG, — d), (a, — x,)(®, — a) 


darstellbar, so dass hier möglich ist, zu schreiben, was bei absoluter 
Aequivalenz nicht anging 
dz modd. |(e, — 2, «, — «,) - (x, — *,, x, — «)]. 
Dieses Vorgehen lässt sich verallgemeinern. 
Die Form F möge zwei Divisoren-Systeme besitzen, von denen keins 
von höherer als der A'" Stufe sein mag, und auch keins in dem andern 


enthalten sein soll: (F,, F,,.....F), (F,, F',,.... Fi). Durch diese Vor- 
aussetzungen wird bewirkt, mo k <n, und dau zweitens 


TEE) 


von höherer Stufe ist, als jedes der beiden ersteren Systeme. Aus un- 
seren Annahmen folgen die Gleichungen 


(2) F=F-P,+F,-P,+:::-+RM-Pı, 

(3) P= Fo EP, xt SP. 

Fügt man der Function F den Factor 

(4) Ó — uF, +u,F, +: bu +P, +wW,F, ++ ua Fa 


hinzu, so ändert dieser, da er primitiv von A" Stufe ist, die jetzt allein 
wesentlichen: Divisoren-Systeme von F nicht. Nun ist 


B. Qo IL . Tu . [u, F, 4- duae d + um E. +Ÿr, . P, Lu’, P" + TOO + Wr Fi 
z h=1 


(5) F.0=NQ,-Fi- Fa, 
ud 


Ay a 
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und daraus erhellt, dass 7.9? das aus (f°), (F’,) componirte Divisoren- 
system (F,F",) besitzt. Aus (5) folgt demnach | 


(6) TT) modd. ((F;) - (F";)]. 


Diese Methode kann angewendet und fortgesetzt werden, so lange 
Divisorensysteme, die von höherer als der A" Stufe sind, für unwesent- 
lich erklärt werden dürfen; es ist dagegen von einer weiteren Composition 
mit Systemen, die von gleicher Stufe sind wie 9, abzusehen. 

Für y,— y, ersehen wir die Möglichkeit der Composition aller mit 
einander nicht identischer Systeme von gleichem Typus, falls wir uns auf 
uneigentliche Primitivität der betreffenden Stufe beschränken. Dei iden- 
tischen Systemen ist eine Composition nicht möglich. Sei etwa, um ein 


Beispiel hierfür zu geben 


dari (2,4 107) 
G,6, XT (2,22%), (a wu ) 
dann gehört zu jedem y, — y, das Modulsystem z, — x,, ©, — $,, 
x, —w, Wählen wir à 


Y, =% b, 9, — m, SE, Tox, 


so erhellt, dass y — y, nur jenes Modulsystem, nicht das Quadrat des- 
selben enthält, weil y, — y, lediglich Glieder erster Dimension umfasst. 


$ 4. 

Unsere früheren Untersuchungen zeigten, dass man sämmtliche Diviso- 
rensysteme einer Differenz y, — y,, soweit dieselben für die Gattung in- 
variant und also von der Bildung besonderer Functionen y unabhängig 
sind, aus den Betrachtungen der zugehórigen Gruppe ableiten kann. Diese 
gewährt hier, wie an vielen anderen Stellen, dieselben Vorteile, welche die 
Kroxecker’sche »Fundamentalgleichung der Gattung» bietet. 

Ferner sahen wir soeben, wie und in wie weit die Divisorensysteme 
desselben Typus von y, — y, eine Composition zulassen. Da endlich eine 


Acta mathematica, I, 49 
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Zusammensetzung von Divisorensystemen verschiedener Differenzen y, — y,, 
VW — Um»... gar keine Schwierigkeiten macht, so sind wir in den Stand 
gesetzt, alle Divisorensysteme eines bestimmten Typus, welche in D, ein- 
gehen, zu vereinigen und die Potenz anzugeben, in welcher das compo- 
nirte System als Modulsystem von D, erscheint. 

Js treten hierbei Divisorensysteme von D, auf, deren Elemente ratio- 


nale ganze Functionen von f,, f,,....,f, sind. Bezeichnen wir ein Diviso- 
rensystem von y, — y, mit (#,, v,, w,,....) und die verschiedenen Werte, 
welche dasselbe bei den Vertauschungen der ı,, 2,,..... r, untereinander 


annehmen. kann, mit (8, 95, 00,2)» (Mas Oar MUS une) ee or Dr ED. es 
so werden alle diese als Divisorensysteme von D, auftreten und, da sie 
von einander verschieden sein sollen, auch ihr Product. Dies ist jedoch 
nicht so beschaffen, dass alle seine Elemente symmetrisch in den r,, x,,....x, 
würden. Um den Schwierigkeiten zu entgehen, welche bei den hierher- 
gehörigen Fragen auftreten und deren directe Behandlung sehr eingehende 
Untersuchungen zu erfordern scheint, schlagen wir einen anderen Weg 
ein. Wir bilden Funetionensysteme der f,, f,,....,f,, deren Gesammtheit 
nur dann verschwindet, wenn vorgeschriebene Gleichheiten unter den 
Wurzeln «,, 
von Wurzeln oder dann wenn drei Wurzeln einander gleich werden. 
Wenn nun 


EEE r, eintreten, also z. DB. nur dann, wenn zwei Paare 


Dieser hee Dee) er Die seen) 


ein solches System ist, so liefert es das gesuchte Divisorensystem von 
D,, welches den betreffenden Wurzelgleichheiten angehört, entweder in 
möglichster Einfachheit oder auch mehrfach. Jedenfalls ist dann, wenn 
nicht D, selber, so eine Potenz von D, als lineare homogene Function 
der ® mit Coefficienten darstellbar, welche ganz und rational in den f 
sind. Bilden wir mit Beibehaltung der obigen Bezeichungen das symme- 
trische Product mit den unbestimmten Grössen A, p, », .... 


Il (wu, + 2v, + [Wa d) 


und entwickeln dasselbe nach A, j45...., so geben die Coefficienten eine 
Reihe von Functionen © mit den gewünschten Eigenschaften, also ein 
Divisorensystem einer Potenz von D,. Schon die bedeutende Anzahl der 


5 ee, 2 
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hierbei auftretenden Functionen zeigt, dass das System im Allgemeinen 
stark reducirt werden kann; die Anzahl der notwendigen Functionen wird 
höchstens gleich » + 1 werden.(' Zu bemerken ist, dass an die Stelle 
des Factors w, + dv, + jew, + .... jeder andere gesetzt werden kann, 
dessen Verschwinden dasjenige von w,, v,, w,,.... nach sich zieht; es 
ist möglich, durch passende Wahl der Elemente von uw, + Av, + pu, m suu. 
die Anzahl der Factoren zu verringern und damit die Ausführung der 
Berechnung zu erleichtern. So wird es sich im Allgemeinen empfehlen, 
nicht die Differenzen x, — , selbst, sondern ihre Quadrate für 43, 0.5 ore 
zu benutzen. 

Für die Modulsysteme (x, — r,), welche die einzigen Divisoren erster 
Stufe sind, ergiebt sich das bekannte Resultat, dass D, die Diseriminante 
1 der Grundgleichung 


X n x ,"h—l 


(a — æ, )(æ mi) CCC (ee Hn)ZERE — ha me 


+ he re) 


als Factor enthält, falls & nicht symmetrisch ist. 

Für die Modulsysteme zweiter Stufe giebt es zwei verschiedene Typen: 
einmal kann ein solches durch zwei Paare gleicher Wurzeln, ferner auch 
durch ein Tripel gleicher Wurzeln hervorgerufen werden. 

Im ersten Falle wäre das Produet 


(P,) II (v, — #,)? + Aa, — x,)?| 
im zweiten Falle das Product 
(P,) Ile, — e. + Ae, — m 


zu entwickeln. Weil nun aber in diesen Producten je zwei Factoren 
einander entsprechen: (w, + 2v,) und (v, + Au,), und die Multiplication der- 
selben 


(Q,) (wv, Alte? + va) + 4.0.) 


ergiebt, so kann, da hier wie bei allen Formen nur die Coefficienten von 
Wichtigkeit sind, das Glied mit 2? weggelassen und der Coefficient von À 
durch #, + v, ersetzt werden; denn 


(Q,) Ua Va in A [nta Us Va 





- 
{ 


(*) Kronecker, a. a. O. S. 3 
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giebt durch sein Verschwinden genau dasselbe, was (Q,) ergiebt, dass 


nämlich #, und v, gleichzeitig Null sein müssen. Wir erhalten somit 


(E) II |(e, — e,)' (2, Wi a.) +4 (62 i a.) am (v, He 2,1] 
(Bi) II |(v, — e) (z, —a,)°+ AV, — a) + (v, — »,y!]- 
Noch einfacher wird die Form durch die Wahl anderer w,, v,, z. D. 


(BE) ] II (v, + Cet Her a)” + Mi, dw. — My — a, )'] 


(E 11 [(2æ mie ae ©)” sb: À 22, re æ,)"]. 


1 


Aus dem ersteren kann man für # — 4 das System ableiten 


®, = (v, "5 Vd wer Ca X, + %, = — &, Yn, de d — v.) 
D, (wm, +, — v, — e ym, Apu Sa = 2) ET, — a yw, Fat, —»,) + 
HE CET TN e), + a ©); 


€ 


aus dem zweiten für » — 3 das System 





+ (2a, Zr #, (2a, ae a ram cal 


beide können dann für die folgenden Bildungen bei n> 4 oder » > 3 
benutzt werden: 


(EE) II | Ar 20,] 
(P^) II |V, + 2%). 


Auf weitere in diese Untersuchung, gehörige Verhältnisse werde ich an 
einer anderen Stelle genauer eingehen, so dass ich hier davon abbrechen 
darf. Nur einen Punkt will ich noch hervorheben. 

Bilden wir die Gatots’sche Resolventengleichung, welche auch kurz 
(entgegen der von Serrer und Jorpax benutzten Nomenclatur) als eine 
Galois sche Gleichung bezeichnet werden mag, so ist die Gruppe derselben 
gleich Eins. Die Discriminante D, enthält deswegen alle überhaupt nur 
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möglichen Divisorensysteme und dabei ein jedes in der höchst möglichen 
Potenz. Wählen wir für die n!-wertige Function y, eine der von mir(’) 
angegebenen Bildungen mit unbestimmten Exponenten 


dann zeichnen sich die Resultate durch besondere Einfachheit und Über- 
sichtlichkeit aus. Die Differenzen y, — y, enthalten je zwei Glieder, 
deren gemeinsame Factoren weggeworfen werden können. Somit treten 
unter den Differenzen, welche zu Substitutionen eines bestimmten Typus 
gehören, verschiedene einfache, charakteristische Bildungen auf, in welche 
nur die bei den Wurzelgleichheiten (A; $ 1) erscheinenden # eingehen. 
So erhält man in den beiden von uns besprochenen Fällen der Divisoren- 
systeme zweiter Stufe 


(P,7”) IT (ore — aa), 

(B) Wart? — aat); 

man erkennt, dass dureh das Verschwinden von » solchen Producten Be- 
zichungen von der Form vi = 1% constituirt werden, und dass demnach 


eine passend gewählte (x + 1)' Function desselben Typus hieraus den 
Schluss x, — x, u. s. w. ermöglicht. 

Die Potenz, in welcher ein Divisorensystem, falls es das darzustel- 
lende Gebilde einfach liefert, als Factor von D, auftritt, ist aus der Be- 
trachtung der Gruppe leicht zu bestimmen, sobald man die gesammte 
Tabelle (C) als vorliegend ansieht; dagegen wird die Feststellung der 
Anzahl schwieriger, wenn nur die erste Zeile von (C) nämlich @, als 
bekannt gilt. Für den einfachsten Fall, für den Factor 4, ergiebt sich 
jedoch auch hier sofort als Exponent 


p[& n(n — 1) — 4j; 


für den Fall von drei einander gleichen Wurzeln habe ich die Frage 
gleichfalls erledigt;(?) es lohnt sich jedoch nicht auf weitere Unter- 
suchungen derselben einzugehen. 





(7) Substitutionentheorie. 2 31. 
(*) Journal f. reine u. angewandte Mathematik. B. XC: S. 164, ff. 
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§ 5. 


Wären wir statt von einer allgemeinen von einer speciellen Gleichung 
»"" Grades ausgegangen, so hätte es sich ereignen können, dass einige 
oder auch wohl alle Gattungen ganzer Functionen der Wurzeln einen 
gemeinsamen Teiler, der vorher bei allgemeinen Gleichungen constatirt 
wurde, nicht mehr besitzen. Diesen Fall wollen wir eingehender unter- 
suchen. Um von der allgemeinen Gleichung 


cr t _n—2 


(1) a — fia + fe — + Eine — 2, (a — %,) (a — a) = 0 


zu einer beliebigen speciellen zu kommen, ist die Adjungirung einer ein- 
zigen Gattung ©, ihrer Wurzeln notwendig und hinreichend. Die so 
modificirte Gleichung wollen wir mit (1’) bezeichnen. Genau genommen 
kommen wir dabei aber nicht zu einer einzigen, sondern zu einer ganzen : 
Classe von Gleichungen, und von einer solchen gelten die nachstehenden 
Untersuchungen. Substitutionentheoretisch hat die Adjungirung den Effect, 
dass bei allen weiteren an (l^ geknüpften Betrachtungen nur diejenigen 
Substitutionen angewendet werden dürfen, welche zu der Gruppe @, von 
6, gehören, da jede zu ®, gehörige Function y, ungeändert bleiben muss. 
Wählt man als zu behandelnde Gattung der Wurzeln 7,, 7,,...., , von 
(1^ die Gattung /",, so gehören zu dieser in dem Bereiche (G,, f,,....,f,) 
nur diejenigen Substitutionen der Gruppe von /",, welche gleichzeitig in 6, 
vorkommen. Wir können daher in diesem Falle /", durch &, =/", 4-46, 
ersetzen und bewirken hierdurch, dass die Gruppe G', von (', eine Un- 
tergruppe von 6, wird. Der Quotient der Ordnungen von G, und G', 
sei o; dann besitzt jede Function y, der Gattung 6, innerhalb des Be- 
reiches (8,; f, f,,....,f,) gerade o conjugirte Werte y, y, ..- - Y's 
und der im zweiten Paragrafen aufgestellten "Tabelle (C) entspricht hier 
eine Tabelle (C^, welche “in p Zeilen alle Substitutionen von @ und 
zwar in der ersten derselben alle Substitutionen von G', enthält. 

Die Untersuchungen des ersten Abschnittes zeigen, dass die Diseri- 
minanten D, aller Functionen y' der Gattung (9' nur dann einen gemein- 
samen Teiler, eine »Gattungsdiscriminante» besitzen,(') wenn es Transposi- 

(') Von gemeinsamen Zahlenfactoren ist abgesehen. Alle Kreisteilungsgattungen be- 


sitzen durch p teilbare Diseriminanten; diese gelten nicht als Gattungsdiseriminanten im 


eigentlichen Sinne. 
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tionen giebt, welche in @, aber nicht in G', vorkommen, also in (C) 
ausserhalb der ersten Zeile. 


Haben wir uns demnach die Aufgabe zur Lösung vorgelegt: Es 
sollen alle Gattungen ©, gefunden werden, für welche es Gattungen ohne 
(raltungsdiseriminante giebt, — so lässt sich diese jetzt auch folgender- 
massen formuliren: Es sollen alle Gruppen G, gefunden werden, bei denen 


gewisse Untergruppen @’, genau dieselben Transpositionen umfassen wie G,. 


Wir teilen hier die Untersuchung, um einen ersichtlichen Fall sofort 
zu erledigen. G, möge überhaupt keine Transpositionen umfassen. Dann 
enthält keine Gattung der Wurzeln einer hierdurch bestimmten Gleichung eine 
Gattungsdiscriminante. Und umgekehrt: Wenn keine Gattung der Wurzeln 
einer zu (8,; f,, f,,....,f,) gehörigen Gleichung eine Gattungsdiscriminante 
besitzt, dann kommen in G, keine Transpositionen vor. Der einfachste Fall 
dieser Art ist der, in welchem ©, die alternirende oder eine unter ihr 
enthaltene Gattung darstellt; dasselbe ereignet sich bei der cyklischen, der 
metacyklisehen, der halbmetacyklischen Gattung; ferner bei jeder primi- 
tiven Gruppe, deren Ordnung <u! ist, u. s. f. 


Zweitens betrachten wir den Fall, dass @ Transpositionen | besitzt. 
Zweitens betracht len Fall, d G, Transpositionen besitzt 


Kommen diese nicht sämmtlich in @’, vor, so treten in die Discriminante 
D, als Factor einer oder mehrere der in (6,; f,, f,,....) irreductiblen 
Teiler, in welche 4 bei der Adjungirung irgend einer nicht symınetrischen, 


Gruppe @, zerlegt wird. Wäre nämlich J nach der Adjungirung irre- 


ductibel geblieben, so gäbe es in G, eine Substitution, welche (x, —+;)° 


in (r, — .,)” umwandelt, wobei a, f; 7, à beliebige Indices der Reihe 
1,2 5...” sind; diese Substitution ser? — . 17" p a SE Lily oe (515 


jetzt o — (r,r; eine von den der Voraussetzung gemäss vorhandenen 
Transpositionen von G,, so enthält diese Gruppe auch £ ‘ot = (r,r;), d.h. 
alle Transpositionen, und sie wäre sonach gegen die Annahme mit der 
symmetrischen Gruppe identisch. Potenzen solcher Factoren von 4 über- 
nehmen hier also die Rolle der Gattungsdiscriminante. 

Wir fragen weiter, unter welchen Bedingungen, in dem Falle dass 
G, Transpositionen besitzt, genau dieselben auch in G', vorkommen, wann 
also für ©’, keine Gattungsdiseriminante besteht. Wir wollen bei der 
Untersuchung hierüber annehmen, dass (1) irreductibel sei; wir beschrän- 
ken uns also, nach der Kroxseker’schen Terminologie, auf die Adjungi- 
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rung »eigentlicher Gattungen»; nach der Gaucny’schen auf die »transitiver 
Gruppen». 

Dann lässt sich sofort constatiren, dass G, eine imprimitive Gruppe ist. 
Denn eine primitive Gruppe, welche Transpositionen besitzt, wie dies bei 
G, zutrifft, muss symmetrisch sein. (Vgl. Substitutionentheorie $ 74). 

Aus diesem ersten Resultate folgt weiter (ibid. $ 222), dass (1') das Re- 
sultat der Elimination einer Grösse x" aus zwei algebraischen Gleichungen ist: 


9, (v; 2"; h à 15 "isi Ia) = (|). g(x"; E h. ne, fa) = (), 


Sollte g,(r, #”)= 0 im Gebiete (z^; 5, 1 2-4) noch imprimitiv sein, so 
kann man diese Gleichung als Eliminationsresultat von +’ aus den beiden 
|. Gleichungen ^ 

gla; af; 2”; s) — 0, Ges * n ES) 

auffassen. Wir wollen, um den Abschluss, der sich ja einstellen muss, 
sofort herbeizuführen, g als primitiv ansehen. Dann erscheint (1’) als 


" 


Resultat der Elimination von z', zr" aus 


(3) ge; #7; ee)! qg(z, € Fe 10; CA EN = 0 
in der Form 

k A ; 
(4) II Il ge; 2 ops 22; i, el) 

a=1 f=1 


" " 


. . k = . r PT 
Hierbei bedeuten x”, »”,,...,x" sämmtliche Wurzeln von g"(r") = 0; 


2 


fernen PH PER r', sàmmtliche Wurzeln von gx’; x”,) = 0. Endlich 
wollen wir mit 2.5; X45,....: r,, die Wurzeln von ga; 2,53 ©.) = 0 
bezeichnen. 


Die zu (1^) resp. (4) gehörigen Substitutionen ordnen wir nunmehr 
in eine Tabelle ein, deren erste Zeile alle diejenigen enthalten soll, durch 
welehe die beiden ersten Indices nicht berührt werden; die einzelnen 
Cyklen sind bei ihnen von der Form (r,5,2,5.... 2,5). Diese Substitu- 
tionen werden erlangt, wenn man die 5.4 einander ähnlichen Gruppen 
aufstellt, welehe zu den Gleichungen 


ga; ag; ar tn) =O (t, 1,18. rs Dra Er) 
gehören; diese seien /7,, /,,, ...., J55,.... Die erste Zeile unserer Tabelle 


enthält dann die Gruppe (/4,, /1,.... 1,5...) = H. 
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Um die zweite Zeile zu bilden multiplieiren wir H mit irgend einer 
nicht der ersten Zeile enthaltenen Substitution. In Folge der Imprimi- 
tivität vertauscht diese Substitution Systeme von Wurzeln, welche durch 
die beiden ersten Indices charakterisirt werden; dieselbe Vertauschung der 
Systeme findet dann für die ganze Zeile statt. Hieraus ist zu ersehen, 
dass nur die erste Zeile der Tabelle Tra anspositionen der Wurzeln x ent- 
halten kann. Die einander ähnlichen Gruppen /',,...., 1°, müssen somit 
Transpositionen besitzen; sie sind primitiv, folglich sind sie auch symme- 
trisch: demnach ist g(x) = 0 eine allgemeine Gleichung. 

Nach dieser Zurechtlegung der imprimitiven Gruppe @, kehren wir 
zu den obigen Untersuchungen! zurück und ersehen jetzt ohne Schwierig- 
keit das Schlussresultat. G' muss alle Transpositionen der ersten Zeile, 
d. h. die gesammte erste Zeile selbst umfassen; enthält @, ferner eine Sub- 
stitution irgend einer Zeile der Tabelle, so umschliesst G', die ganze Zeile; 
G', soll eine Untergruppe von G, sein und darf demnach nicht alle 
Zeilen der Tabelle enthalten. Das heisst: 

Um sämmtliche Gruppen G, aufzustellen, welche mit gewissen Unter- 
gruppen G' alle Transpositionen gemeinsam haben, bildet man eine Reihe von 
irreductiblen Gleichungen 


g(x, a, QE CC: ; oe eor AE E 0, g (a, qs. ; a oo = (0 
oes, 0. e Qu. ¢ 
Gala estais ipa Ist Mery. =e g^ (a me ua 0N 


deren erste eine allgemeine Gleichung in x mit den willkürlichen Parametern 
a, v",....,0° ist, eliminirt aus ihnen diese Parameter und bildet G, als Gruppe 
der resultirenden Gleichung; G', erhält man, wenn man den Gleichungen 
g —0, g"—0,....,g° = 0 beliebige Gattungen ihrer Wurzeln adjungirt. 

Der $:75 meiner Substitutionentheorie zeigt, wie man auf rein sub- 
stitutionentheoretischem Wege die fraglichen Gruppen construiren kann. 
Das einfachste Beispiel bietet sich bei den Gleichungen vierten Grades 
dar. Nimmt man g_und g vom zweiten Grade, so findet sich das Re- 
sultat: Jede durch Quadratwurzeln lösbare Gleichung vierten Grades besitzt 
eine Gattung vierwertiger Functionen der Wurzeln, für welche keine Gattungs- 
discriminante besteht. Es ist dieser Ausspruch eine Übersetzung des Satzes, 
dass alle Transpositionen der Gruppe 


G, = [1, (2,2%), (2,%,), (2,2, (mon), (æ,æ,)(æ,æ,), (a, e, (mo. ), (2,2, 2,2), (va ne.) 
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auch in der Untergruppe 
G^ Fr (1, (aa), (æ,æ,), (x,#,)(7,%,)| 


auftreten. Weitere Beispiele lassen sich leicht bilden. 


$ 6. 

Alle die Auseinandersetzungen des vorigen Paragrafen, welche sich 
auf Transpositionen bezogen und in ihren Resultaten Eigenschaften der 
Gattungsdiscriminanten nachwiesen, können ohne besondere Modificationen 
auf den Fall erweitert werden, dass wir Substitutionen von bestimmten 


anderen Typen betrachten. So sieht man z. B.: Enthält G, überhaupt keine 
Substitutionen des Typus 


ar) Non (a qaa 


so besitzt keine Gattung ©, von Wurzeln einer zur Classe (8,5 5, 5,,...., 5) 
gehörigen Gleichung Divisorensysteme zweiter Stufe, welche den Discriminanten 
D,, aller Functionen y', der Gattung gemeinsam wären. 

Kommen alle Substitutionen eines bestimmten Typus, welche in G, ent- 


y, 


halten sind, auch in der Untergruppe G', vor, so besitzen die Discriminanten 
von Functionen der Gattung ©, kein Divisorensystem gemeinsam, welches aus 
den Substitutionen jenes Typus entspringt. 

Ein allgemeines hierher gehöriges Theorem leiten wir auf folgende 
Art ab: Wir verstehen unter 7 eine zur GaLors'schen Gattung gehörige 
Function bei einer allgemeinen Gleichung 2” Grades, so dass für 7 die 


Maximalzahl von Werten »! = N besteht. Auf die Reihe 
qn (Fe t Y LEY SM 


dieser Werte wird die Gruppe sämmtlicher Substitutionen von z,, 7,,....,v, 
angewendet, und jede der hierdurch hervorgerufenen Gruppirungen der ; 
als eine Permutation der Elemente 7 gegenüber der Anordnung (J) be- 
trachtet. Die so entstehenden Substitutionen bilden eine Gruppe X der 
Ordnung N = n!, welche der Gruppe S aller Substitutionen unter den x 
einstufig isomorf ist. Jede Substitution von XY setzt alle Elemente 7 um; 
ferner ist eine jede regulär (Vgl. Substitutionentheorie $ 89). Die Sub- 


Zur Theorie der Discriminanten. 395 


stitutionen, welche Divisorensysteme von möglichst niedriger Stufe hervor- 

war: DT AM 
rufen, haben demnach die Form (7,7,)(7,7,).... (r,,7,) und die Diviso- 
rensysteme sind somit von der Stufe IN — 15. 

Es giebt Classen von Gleichungen der Grade n!, deren Gattungen als 
Divisorensysteme der  Discriminanten nur- solche der Stufe $n! oder solche 
von höherer Stufe besitzen. 

Als Beispiel wählen wir den Fall »— 3. Dann wird Y die Sub- 
stitutionen 

L dr rer) Gu wr) 


Kane) Kerr 


enthalten; setzt man ry — x,z,* und nimmt man 


" a +cx—c, = 0 


als diejenige Gleichung, deren Wurzeln «,, x,, x, sind, so wird die Glei- 
chung sechsten Grades für 7 die folgende sein: 


7° + Sr + (60 + ch" + (e! + 20e + 6,06, + ¢,°)7* + Ber 4 e — 0. 


Sie hat also die Eigenschaft, dass die Diseriminante jeder beliebigen Func- 
tion ihrer Wurzeln von Divisorensystemen erster und zweiter Stufe frei ist. 

Die nachstehende zweite Methode führt zu ähnlichen Resultaten. Wir 
nehmen y, als eine beliebige Function 5" Ordnung, welche zu der belie- 
bigen Gruppe @, gehören möge. Die » Werte von y, sollen 


(Y) ORC TEE n ETE 


sein. Wir setzen voraus, dass p ? angenommen werde. Auf die Reihe 
(Y) wenden wir alle Substitutionen der alternirenden Gruppe Y von 
quM 

wendung von 3( auf y, nur die Hälfte aller Werte dieser Function 


yay... , c, an. Ist G, eine Untergruppe von A, so liefert die An- 


(Y) UO PO Ya lo: 


ist G, dagegen nicht in der alternirenden Gruppe enthalten, so bekommen 
wir aus y, alle o Werte (Y). Je nachdem der eine oder der andere 
dieser beiden Fälle eintritt, erhalten wir durch die Anwendung von A 
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\ r . tut np > 
auf (Y^) resp. (Y) eine transitive Gruppe A von 5 oder von p Elementen. 


Es ist A von der Ordnung i»! und einstufig isomorf zu 3(; denn zwei 
von einander verschiedene Substitutionen von % müssen verschiedene Sub- 
stitutionen von A hervorrufen. Weil ferner % einfach ist, so kann auch 
A nicht zusammengesetzt sein. (Substitutionentheorie $ $8.) 

Wir unterscheiden nun die beiden Fälle, ob A primitiv oder impri- 
mitiv ist. Im ersteren darf, falls p. eine gewisse von p abhängige Grenze 
überschreitet, A keine cyklische Substitution einer Primzahlordnung ent- 
halten, welche kleiner oder gleich p ist: denn sonst ginge (a. a. O. K 74 ff.) 


A in die alternirende oder die symmetrische Gruppe der P resp. p. Ele- 


mente 9,, J,,....,), über, was wegen der bekannten Sätze über die Grösse 
von p in Beziehung auf » nicht möglich ist. 

Hinsichtlich des Falles einer imprimitiven Gruppe A erinnern wir 
uns an einen Satz (a. a. O. $ 84, Zusatz ID, welcher in der correcten _ 
Fassung folgendermassen lautet: Jede imprimitive Gruppe ist zusammen- 
gesetzt, falls. sie von der Einheit verschiedene Substitutionen besitzt, welche 
die einzelnen Systeme der Imprimitivität ungeändert lassen. Nun ist A 
einfach, und somit darf diese Gruppe keine Substitutionen enthalten, 
welche lediglich die Elemente der einzelnen Systeme unter einander um-. 
setzen. Es dürfen demnach in À überhaupt keine cyklischen Substitu- 
tionen von Primzahlordnung vorkommen, weil diese gar nicht Elemente 
verschiedener Systeme.enthalten können. Hieraus erhellt: Die Classe der 
durch A charakterisirten Gleichungen des Grades 3p oder p und der Ord- 
nung $n enthält nur solche Gattungen von Wurzeln, deren Discriminanten 
keine Divisorensysteme besitzen, welche aus einer cyklischen Substitution der 
Primzahlordnung q <p entspringen; p ist dabei eine von p abhängige Zahl, 
die mindestens den Wert 3 hat. 

Dass wir bei der Durchführung ähnlicher Untersuchungen zu ähn- 
lichen Resultaten gelangen können, mag folgendes Beispiel zeigen. 

Die Wurzeln von ® | 


q — (gi + Com. — e«t +c, —0 


seien x x. Wir setzen 


125" 
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und wenden auf die x die symmetrische Gruppe dieser vier Elemente an. 
Dadurch werden 24 Substitutionen unter den y,, Yysy++..,, hervorgerufen, 
welche eine zur symmetrischen Gruppe S von z,,....,2, einstufig isomorfe 
Gruppe Y bilden. Diese umfasst die folgenden Substitutionen 


Im (YY YsYo)s nsus). Qu rss). Quas Yrs). 

(WY YsYs)s Qus.) Quas) uus). UI) uU) 

VIII Qus rss) Qr Yrs). Qn rs sas), 

QA MSMS) QUSS.) QUSS ts) Casus). QI sss, 
QI asso). III) Qu sea sss 


VIII (Is QI Mes QS Yas)» 
Die Gleichung sechsten Grades, deren Wurzeln Vj» Yor++++5Y, Sind, lautet 


yo 9e," + (2c, + 3e, “y+ (ec, +-¢,*)y* + (— dc, + ce, + 0,7 + 2e,c,°)y" 


SER, (30e, ar 4c,e, mm CC; "y an (32c, Fr Tec, Fi; e, ze e,0,* gis €,6,0,) = 0; 


5 


die Gruppe derselben ist XM. Aus der Beschaffenheit ihrer Substitutionen 
geht hervor, dass keine Gattung der Wurzeln y existirt, für welche die 
Discriminanten der zugehörigen Functionen einen Teiler oder auch ein 
Divisorensystem dritter oder fünfter Stufe gemeinsam hätten, 


$ 7. 


Für die nun folgenden allgemeineren Entwickelungen sind einige 
teils bekannte, teils leicht zu beweisende Hülfssätze nötig, welche hier zu- 
sammengestellt werden sollen: 

I. Gehören zu einer Gruppe @ alle Substitutionen eines bestimmten 
beliebigen Typus, so ist @ entweder die alternirende oder die symme- 
trische Gruppe. 

II. Jede Gruppe, welche nicht unter der alternirenden steht, ist zu- 
sammengesetzt; diejenigen ihrer Substitutionen, welche in der alternirenden 
Gruppe vorkommen, bilden eine ausgezeichnete Untergruppe mit 2 als 
Factor der Zusammensetzung. 


398 Eugen Netto. 


IH. Wendet man auf eine beliebige Function e(r,, r,,....,2,) alle 
Substitutionen der x an, so entsteht unter den p Werten ¢,, @,,....,@, 
eine transitive Gruppe. 

IV. Entsprechende Substitutionen isomorfer Gruppen besitzen gleiche 
Ordnung. 

V. Ist eine Gruppe einfach oder zusammengesetzt, so ist jede ihr 
isomorfe Gruppe gleichfalls entsprechend einfach oder zusammengesetzt. 

VI. Jede isomorfe transitive Gruppe /' von @ entspricht einer Unter- 
gruppe H von G derart, dass der Grad von /' gleich dem Quotienten aus den 
Ordnungen von G und H ist. Ist also z. B. G die alternirende Gruppe von 
44, Ty t, 80 ist [" von einem der Grade 1, », n(n — 1).... 

Wir bezeichnen nun durch % und & die alternirende und die sym- 
metrische Gruppe. der » Elemente z,, ,,...., 2, Esselen9,, 9, ....,@, 
die , Werte einer rationalen ganzen Function e(&,,....,%,). Wenden 
wir alle Substitutionen von X oder von © auf die Reihe ¢,, 9,,...., €, 
an, dann kann man die hervorgerufenen Umstellungen als Substitutionen 
unter den ¢ deuten; die so entstehenden Gruppen seien entsprechend A 
oder X; ¥ ist transitiv in den p. Werten c (Hülfss. II). Kame in Y eine 
Transposition 7= (e,g;) vor und diese entspräche (Hülfss. IV) der Sub- 
stitution zweiter Ordnung £-—(r,r)(r;).... in ©, dann würden allen 
Substitutionen £, //, ¢’,.... in S, welche von demselben Typus sind wie 
t, in X Transpositionen 7, 7, 7’,.... entsprechen, da die Operationen s~ ‘ts 
und oce einander entsprechen. Ebenso würden ferner die Gruppen 
GX, t, 0 | und fore einander isomorf sein. Gemäss 
Hülfss. I ist @ alternirend oder symmetrisch, also /' entweder gleich A 
oder gleich Y; da /' die Transposition (e,g;) enthält, ist sie zusammen- 
vesetzt (Hülfss. II); demnach gilt dasselbe von @ (Hülfss. V); also ist = S 
und /'— X Sobald eine transitive Gruppe /' eine Transposition enthält, 
ist sie symmetrisch, und sonach von der Ordnung p!. Wir haben also 
pl! =n, da X, S einstufig isomorf sind; folglich ist o — », d. h. sobald 
p» n wird, giebt es keine Substitution unter den x, welche p — 2 Werte 
der p-wertigen Function ¢ gleichzeitig ungeändert liessen. 

Es gilt ferner die bemerkenswerte Erweiterung dieses Satzes: sobald 
p>n ist, enthält X keine cyklischen Substitutionen, deren Ordnung eine Prim- 
zahl ist. Dies beweisen wir folgendermassen: Wenn X eine Substitution 7 der 
¢ einer Primzahlordnung enthielte, und wenn unter ¢ die entsprechende Sub- 
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stitution unter den %,,2,,....,4, verstanden wird, dann muss / mindestens 
einen Cyklus besitzen, welcher dieselbe Ordnung hat, wie z. Diese Ord- 
nung sel, ferner sei ( — (m, ....4%)(@,,1..-.)---. 10 © giebt es die 
Substitution ¢, = (02,2, ... 2), ,.....):..., welche aus ¢ durch Trans- 
formation mit (x,x,) hervorgegangen ist. Ihr entspreche z, in X. Da 
nun 4.6" = (r,v,r,) wird, so muss c.c eine Substitution dritter Ord- 
nung sein, woraus folgt, dass +, z, gemeinsame Elemente haben, da sonst 
5.7" von der Ordnung q bleiben würde. Transformirt man 44 —(x,x,x.) 
durch ¢ und seine Potenzen, so erkennt man, dass die erhaltenen Substi- 
tutionen eine transitive Gruppe entstehen lassen, welche (2,%,%,) umfasst 
und folglich die alternirende Gruppe 3(, der verbundenen 4 Elemente 
Y; X,...., wird. Die entsprechende Gruppe A, in X enthält höch- 
stens 2g — 1 Elemente. Sind die Elemente transitiv mit einander ver- 
bunden, dann folgt aus Hülfss. VI, dass es nur q sein können und daraus, 
dass auch die Gruppe A, alternirend in g Elementen ¢ ist und demnach 
ein (¢,¢,¢,) enthält. Die transitive Gruppe Y umfasst (¢,¢,¢,), enthält also 
die alternirende Gruppe der o Elemente ¢ und da endlich Y wie & zu- 
sammengesetzt dagegen A wie % einfach ist, so wird Y symmetrisch, p! 
wird =n! und » =n. Intransitiv kann A, nicht sein, da jeder intransi- 
tive Teil mindestens g Elemente enthalten müsste. 

Als Zusätze ergeben sich: Sobald p > n ist, enthält N keine Substitution, 
welche potenzirt eine cyklische Substitution liefert, deren Ordnung gleich einer 
Primzahl wäre; ebensowenig eine Substitution von einem der Grade 5 oder 7. 

Die Schlüsse, welche man aus diesen verschiedenen Sätzen auf die 
Divisorensysteme von Diseriminanten machen kann, sind so ersichtlich, dass 
sie nicht aufgeführt zu werden brauchen. Nur der erste und einfachste 
sei hervorgehoben: Wendet man auf die p Werte 15 Dane. Oy CON 
lt, 2,,....,4%,) alle Substitutionen der x an, so bestimmt die hierdurch 
gebildete zur symmetrischen Gruppe der x isomorfe Gruppe der c eine Classe 
von Gleichungen p“" Grades; für keine Gattung ihrer Wurzeln besitzt die 
zugehörige Discriminante Divisorensysteme erster oder zweiter Stufe. 


Berlin d. 19 Januar 1883. 
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